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1Abstrakt
I rapporten behandles og udfoldes den model, der st˚ar beskrevet i (Thygesen,
Farnsworth, Andersen and Beyer, submitted), med det form˚al at undersøge, om
modellen er fyldestgørende i forhold til sit genstandsomr˚ade. Modellen kobler
estimering af optimal livshistorie med størrelsesspektret for organismer i marine
økosamfund. Det klargøres, hvilke antagelser og hvilken matematisering, der lig-
ger til grund for modellens resultat. Modellens resultat er, at et individ vil vokse,
indtil den optimale gydemasse n˚as, herefter vil al overskudsenergi anvendes til
reproduktion. Skiftet bestemmes af fitness W (m) og vil ske, n˚ar W ′(m) = 1.
Derefter generaliseres modellen i to omgange: først udvides det størrelsesinterval,
et individ præderer p˚a, dernæst indføres endnu et fødespektrum. Begge ud-
videlser er valgt ud fra biologiske argumenter. Udvidelserne medfører en besvær-
liggørelse af estimeringen af optimal gydemasse som en del af livshistorien –
denne kan dog findes numerisk.
Det konkluderes, at modellen fyldestgørende beskriver sit gyldighedsomr˚ade, n˚ar
dette defineres i jomfruelige marine økosystemer. Defineres genstandsomr˚adet til
at være ændringer i størrelsesspektret som følge af ydre omstændigheder f.eks.
fiskeri, konkluderes modellen at være uhensigtsmæssig.
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Forord
Som et led i matematikuddannelsen p˚a Roskilde Universitetscenter indg˚ar udar-
bejdelsen af et matematisk modelleringsprojekt. Den s˚akaldte modelleringskom-
petence, der gerne skulle udvikles i løbet af denne proces, best˚ar i korte træk
af to ting. Det ene er at kunne analysere grundlaget for og egenskaberne ved
en allerede opstillet model samt afgøre dens rækkevidde og validitet. Det andet
er at kunne konstruere eller videreudvikle en matematisk model ud fra en given
sammenhæng. Alts˚a det at bringe matematik i spil og anvendelse til behandling
af komplekse forhold uden for matematikken selv (Niss, Jensen, Andersen, An-
dersen, Christoffersen, Damgaard, Gustavsen, Jess, Lange, Lindenskov, Meyer
and Nissen, 2002).
Ifølge (Blomhøj, Kjeldsen and Ottesen, 2004) kan en matematisk model de-
fineres s˚aledes:
En matematisk model er [...] en relation imellem to ting: [...] p˚a
den ene side et ikke-matematisk objekt [herefter kaldet modellens
genstandsomr˚ade] og p˚a den anden side en samling matematiske ob-
jekter, der kan fortolkes som repræsentationer af visse træk ved det
ikke-matematiske objekt.
Vi beskæftiger os i denne rapport med begge aspekter af modelleringskompeten-
cen, idet vi tager udgangspunkt i en eksisterende model (om end under udarbej-
delse), som vi dels undersøger grundlaget for, dels konstruerer en udvidelse af.
Genstandsomr˚adet for modellen er biologisk, idet den beskriver sammenhængen
mellem størrelsesspektre for fiskebestande og individernes optimale livshistorie.
Tak
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Kapitel 1
Indledning
Inden for fiskeribiologien interesserer man sig blandt andet for forskellige fiskebe-
standes “sundhedstilstand” under forskellige grader af udnyttelse. Man har er-
faringer for, at bestande kan bryde sammen, hvis de overudnyttes. Torskebe-
standen ved New Foundland kollapsede pludselig omkring 1990, og man ob-
serverede umiddelbart inden kollapset en usædvanligt hurtig evolution i retning
af tidligere kønsmodning (Olsen, Heino, Lilly, Morgan, Brattey, Ernande and
Dieckmann, 2004). Dette har været med til at motivere arbejdet med matem-
atisk modellering af fiskepopulationer. Med en vellykket model vil man kunne
opn˚a en bedre forst˚aelse af økosystemernes funktion og m˚aske endda blive i
stand til at forudsige forest˚aende kollaps i bestande. Derved dannes et grundlag
for en bedre forvaltning af fiskeressourcerne.
Inden for marinbiologien er størrelsesfordelinger (antallet af individer fordelt
efter størrelse) og livshistoriestrategier (kønsmodningstidspunkt og afkomsstør-
relse) hver især velundersøgte fagomr˚ader, men man har ikke hidtil set p˚a sam-
spillet mellem disse. I artiklen (Thygesen et al., submitted) giver Uffe H. Thyge-
sen og Ken H. Andersen (begge Danmarks Fiskeriundersøgelser) m.fl. imidlertid
et bud p˚a en sammenkobling af de to omr˚ader. De opstiller en ad hoc-model for
sammenhængen mellem fiskebestandes størrelsessammensætning og forskellige
arters livshistoriestrategier, inspireret af empiriske undersøgelser. Med en s˚adan
koblet model vil man kunne forudsige eller følge ændringer i livshistorier som
følge af ændringer i størrelsesspektret. Dette projekt baserer sig p˚a modellen
præsenteret i denne artikel.
Modellen er relativt enkel, men ser stadigvæk ud til at gengive de væsentlig-
ste resultater inden for sit genstandsomr˚ade. Da modellen er meget ny, har vi
kunnet f˚a indblik i modelleringsprocessen p˚a et tidligt stadium, idet der s˚a at
sige kunne arbejdes med “r˚amaterialet” til en meget gennemarbejdet model.
Det kunne dermed ogs˚a være interessant at undersøge, hvilke begrænsninger
modellen havde, samt hvilke omr˚ader man eventuelt kunne forbedre modellen
p˚a.
Ses modellen i en mere formel sammenhæng, kan den klassificeres som væ-
rende en statisk, kontinuert model, da den trods det, at tiden indg˚ar som en
variabel, ikke beskriver et systems udvikling over tid (jf. (Blomhøj et al., 2004)).
Kontinuiteten fremkommer i og med, at alle parametre og variable kan antage
samtlige værdier inden for deres definitionsmængde.
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Modeller kan endvidere karakteriseres som værende deterministiske eller sto-
kastiske. P˚a trods af, at man i modellen godt kan betragte det enkelte individs
livsforløb som et resultat af tilfældige hændelser, er det samlede system model-
len afspejler deterministisk i og med, at der er en entydig sammenhæng mellem
begyndelsesværdier og slutværdier.
Den foreliggende model er baseret p˚a en kombination af veletableret teori og
rene ad hoc-antagelser. Dette medfører, at modellens resultater ikke kan kon-
trolleres p˚a samme entydige m˚ade som de teoribaserede modeller. Det er derfor
afgørende at sammenligne med empiriske data ved evalueringen af modellens
gyldighed (Blomhøj et al., 2004).
1.1 Individ-typer
Ud over at undersøge den omtalte model, ønsker vi at opstille en generalisering
af denne, da det giver os en mulighed for at gennemg˚a mange af de arbejdspro-
cesser, der naturligt indg˚ar, n˚ar man bygger modeller. Disse processer danner
samtidig basis for, at en generalisering overhovedet kan finde sted. Vores inten-
tion er derfor at arbejde med en enkelt, overordnet problemformulering og deraf
afledte delspørgsm˚al.
I det følgende benyttes begrebet fokusindivid. Ved fokusindivid forst˚as det in-
divid, der modelleres – alts˚a det individ, for hvilket den optimale livsstrategi
undersøges. I modsætning hertil st˚ar de organismer, der optræder som fokusin-
dividets prædatorer hhv. byttedyr.
I figur 1.1 ses et diagram over mulige modeller, der sammenkobler livshisto-
rie med et eller to størrelsespektre. Den oprindelige model beskriver Type 1-
individer. B˚ade individets energioptag (e) og dets dødelighed (µ) afhænger af et
størrelsesspektrum for pelagiske (fritsvømmende) organismer, idet b˚ade dyrets
prædatorer og dets byttedyr er pelagiske dyr. Der findes dog ogs˚a fisk, hvis byt-
tedyr er bentiske (bundlevende) organismer, men hvis prædatorer er pelagiske
(Type 2). Disses dødelighed (µ) afhænger af det oprindelige størrelsesspektrum,
men deres energioptag (e) afhænger af et andet størrelsesspektrum, nemlig et
for bentiske organismer. Endelig kan man forestille sig en tredje type individer
(Type 3), der æder en andel (ae) pelagiske og resten ((1 − a)e) bentiske or-
ganismer, men som stadig kun har pelagiske prædatorer. Dette bevirker, at e
afhænger af begge størrelsesspektre, mens µ kun afhænger af størrelsesspektret
for pelagiske organismer. Modellen for sidstnævnte vil vi ikke opstille, men
nævne i perspektiveringen.
P˚a baggrund af disse konstruktioner kan vi nu opstille vores problemformulering.
1.2 Problemformulering
Spørgsm˚al 1 Hvor fyldestgørende er modellen i forhold til sit genstandsomr˚ade?
Og hvordan kan man udvide den til at modellere individer, der optager føde fra
andre fødekilder?
I denne rapport undersøger vi en udvidelse til Type 2-individer. En generalise-
ring af den oprindelige model bliver imidlertid kun meningsfuld, hvis modellen
i sig selv har en berettigelse. For at kunne give en fyldestgørende besvarelse af
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Figur 1.1: Mulige modeller, der sammenkobler størrelsesspektre mellem
pelagiske og bentiske individer i et marint miljø.
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det overordnede spørgsm˚al, m˚a der foretages en validering af modellen.
Dette leder frem til følgende delspørgsma˚l:
Spørgsm˚al 2 Er modellens biologiske antagelser (herunder parameterværdier)
rimelige, og er den matematiske konstruktion tro mod disse antagelser?
Derefter er der brug for at tolke og vurdere modellens resultater. Dette gøres
ved at stille følgende spørgsma˚l:
Spørgsm˚al 3 Stemmer modellens resultater overens med empirisk viden?
Kapitel 2
Fagomr˚ade
I dette afsnit gives en oversigt over den biologiske baggrundsviden, som den
udvalgte model (Thygesen et al., submitted) bygger p˚a. I oversigten præsen-
teres en række biologiske termer, begreber og fænomener, som gerne skulle gøre
genstandsomr˚adet mere overskueligt. I dette afsnit, som i resten af rapporten,
betragter vi det marine miljø som case.
2.1 Samfundskarakteristik
Ved et biologisk samfund forst˚as en samling af grupper af organismer, som lever
samme sted p˚a samme tidspunkt. Samfundet i f.eks. Nordsøen best˚ar s˚aledes af
forskellige grupper af organismer, ogs˚a kaldet populationer, som alle er afhængige
af tilstedeværelsen af andre populationer, eftersom organismerne æder hinan-
den. Man taler om, at organismerne er forbundet gennem en fødekæde, og
disse mange fødekæder er igen forbundet i et fødenet (Begon, Harper and
Townsend, 1990).
De organismer, som indg˚ar i fødenettet, falder i følgende kategorier: primærpro-
ducenter, herbivorer, prædatorer samt nedbrydere. Primærproducenterne har
den evne, at de kan indfange og omdanne lysenergi til organisk materiale. I de
a˚bne vandmasser best˚ar primærproducenterne af planteplankton, og i de kyst-
nære farvande af planteplankton, fastsiddende makroalger og planter. Herbivorer
er organismer, som græsser p˚a primærproducenterne, og er hovedsageligt dyre-
plankton, men ogs˚a enkelte fiskearter. Prædatorer æder levende dyr og er en
stor og mangfoldig gruppe best˚aende af eksempelvis krebsdyr og langt de fleste
fiskearter. Nedbryderne æder eller omsætter dødt organisk materiale (Begon
et al., 1990; Muus, Nielsen, Dahlstrøm and Nystro¨m, 1998).
For de fisk, der er prædatorer, kan deres byttedyr inddeles i tre undergrupper:
• Zooplankton. Silden er et eksempel p˚a en art, der primært æder zooplank-
ton.
• Bentiske invertebrater (dvs. muslinger, børsteorme mm.). Dette ædes f.eks.
af rødspætten.
• Fisk. Tun er en art, der primært æder fisk.
De fleste fisk æder fra mere end en af ovenst˚aende undergrupper. Torsken æder
f.eks. b˚ade bentiske invertebrater og fisk (Horn, 1998; Muus et al., 1998).
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2.1.1 Trofiske niveauer
Et fiskesamfund kan underinddeles i trofiske niveauer. Ved et trofisk niveau
forst˚as et niveau i fødenettet, hvor hver art i dette niveau lever af minimum
en art i et af de underliggende niveauer. Ofte ændres placeringen med alderen
fra et lavt til et højere trofisk niveau, da fødepræferencer ændres afhængigt af
alder. Inddelingen i trofiske niveauer foretages alts˚a alt efter fiskenes respektive
fødepræferencer og egne prædatorer.
For fisk vil en s˚adan trofisk inddeling typisk betyde, at fiskens størrelse har
stor betydning for dens placering i fødenettet. P˚a den m˚ade er der stor inter-
aktion mellem de enkelte arter af fisk, og strukturen af samfundet styres derfor
b˚ade af tilstedeværelsen af prædatorer og deres effektivitet samt af mængden af
tilgængelig føde for de enkelte arter.
2.1.2 Energitransport mellem trofiske niveauer
Alle levende organismer har som bekendt brug for energi. Primærproducenter
f˚ar energi fra solen, herbivorer fra primærproducenterne, mens prædatorerne
f˚ar deres energi ved at æde andre dyr. Man kan derfor tale om en transport af
energi inden for et samfund – eller mere specifikt mellem de trofiske niveauer i
samfundet. Transporten g˚ar fra primærproducenterne, som jo udgør det laveste
trofiske niveau, og op gennem de ovenliggende niveauer.
I forbindelse med denne energitransport op igennem systemet g˚ar der energi
“tabt”, som alts˚a ikke n˚ar videre til næste trofiske niveau. Dette tab af energi
beror p˚a følgende tre a˚rsager:
• Ikke alle organismer fra e´t trofisk niveau konsumeres af organismer fra det
ovenliggende niveau. Den tabte energi g˚ar til nedbryderne.
• Af den indtagne føde er det ikke alt, der optages over tarmvæggen. Den
andel, der optages, kaldes for assimileringseffektiviteten (værdi for præda-
torer: ca. 80%). Energitabet g˚ar her ligeledes videre til nedbryderne.
• Af den energi, der optages over tarmvæggen, g˚ar ikke alt til vækst eller
reproduktion. En del ef energien bliver brugt i metabolismen, som dækker
energiudgifter til blandt andet vedligehold, bevægelse og fordøjelse (Jobling,
1992, side 258). Dette bliver derfor ikke tilgængeligt for det næste trofiske
niveau.
Den andel af energien, der ikke tabes som følge af et af ovenst˚aende punkter,
n˚ar alts˚a videre til næste trofiske niveau (Begon et al., 1990, side 670-677).
2.1.3 Rumlig fordeling
Den rumlige fordeling af individer i et samfund ændres kontinuerligt. Dette
skyldes, at individernes adfærd styres af behov, som ændres afhængigt af alder.
Disse kan blandt andet være behov med hensyn til gydeomr˚ader eller skjul –
ligesom fordelingen af fødeemner kan tvinge individer til at søge føde i forskel-
lige omr˚ader. Eksistensen af fødeemner, gydeomr˚ader og skjulesteder betyder
s˚aledes, at der til ethvert givet tidspunkt vil optræde en klumpet fordeling af
individerne inden for samfundet. Desuden er decideret stimedannelse, der er
udbredt blandt en række fiskearter, ogs˚a medvirkende til at øge den klumpede
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fordeling. Homogen fordeling vil kun ses inden for arter med territorial ad-
færd, hvilket hos fisk kun ses hos et mindretal af arter og ofte kun i forbindelse
med gydning, og derfor aldrig for et helt samfund (Muus et al., 1998),(Begon
et al., 1990).
Adfærden hos de enkelte arter i forbindelse med fødesøgning har alts˚a betyd-
ning for dynamikken i samfundet. Nogle arter som f.eks. makrel er meget ak-
tive prædatorer og kan afsøge store volumener for føde, mens andre som f.eks.
torsk følger deres byttedyr rundt og afsøger ikke s˚a store volumener. Fisks
energiforbrug i forbindelse med fødesøgning varierer alts˚a fra art til art (Muus
et al., 1998).
Figur 2.1: Eksempler p˚a størrelsesspektre for fisk baseret p˚a længden af in-
dividerne. Logaritmen til antallet (lnN) af individer er afsat som funktion af
logaritmen til længden (lnL). Eksemplet vedrører bundnære (demersale) arter
(Bianchi et al., 2000). Især for de største og mindste arter ses store afvigelser og
svingninger i det tilnærmelsesvise log-lineære plot. Dette kan afspejle fiskeriets
indflydelse.
2.1.4 Størrelsesspektrum
Et størrelsesspektrum viser antallet af individer fordelt efter masse. Der gælder
almindeligvis, at antallet af individer falder, jo større individerne bliver. Denne
sammenhæng ses ogs˚a i et fiskesamfund, hvor der er store mængder af de mindste
byttefisk og relativt f˚a store prædatorer. Dette er en helt logisk sammenhæng,
for jo længere et individ har levet, jo større er risikoen for, at individet er blevet
ædt undervejs. Det viser sig endvidere, at sammenhængen for fiskesamfund (og
visse andre samfund) er tilnærmelsesvist log-lineær, hvilket betyder, at s˚adanne
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størrelsesspektre kan approksimeres med en potensfunktion med negativ ekspo-
nent. N˚ar størrelsespektret afsættes i et log-log plot, f˚as en tilnærmet ret linie
med potensfunktionens eksponent som hældning og koefficienten som skæring.
Størrelsesspektret findes ved forsøgsfiskeri, hvor trawl med bestemte maskestør
relser trækkes over et kendt areal i forskellige vanddybder. Alle individer i
omr˚adet tælles og ma˚les for størrelse – som regel efter længde, men man kan
omregne til massen, og ud fra dette kan spektret fremstilles (Trenkel, Pinnegar,
Rochet and Rackham, 2004).
Hældningen i størrelsespektret p˚avirkes af fiskeriet. De mest produktive (mest
intensivt fiskede) omr˚ader har stejlest spektrum og den største værdi for skærin-
gen. Man har fulgt spektre i forskellige omr˚ader: Nordsøen, Atlanterhavet, Syd-
atlanten (ud for Namibia) og andre steder gennem flere a˚r. I et omr˚ade med
intensivt fiskeri vil antallet af store fisk mindskes i en s˚adan grad, at hældnin-
gen i størrelsesspektret stiger – og derfor den negative eksponent. Ved fiskeri
fanges primært fisk over en bestemt størrelse, afhængigt af fangstredskaberne.
Dette betyder da ogs˚a, at den log-lineære sammenhæng strengt taget forventes
at “knække” ved intensivt fiskeri. Dette afspejles i spektrene, hvor man har ob-
servet en øgning af hældningen p˚a de observerede omr˚ader igennem en 25-˚arig
periode (Bianchi et al., 2000). Normalt ligger hældningerne p˚a værdier mellem
−4 og −7, n˚ar man m˚aler længden. P˚a den østskotske banke er der observeret en
ændring i hældningen p˚a spektret fra −5 til −7 i de 25 a˚r fra 1975 til 2000. Man
kender ikke spektre fra uberørte omr˚ader, men hvis man kontrollerer fiskeriet,
kan et stejlt spektrum rettes op og flade ud efter et par a˚rs fiskeribegrænsning
(Bianchi et al., 2000).
2.2 Evolution og naturlig selektion
I enhver population er der til enhver tid en vis genetisk variation. I forbindelse
med reproduktion opst˚ar der nye variationer af en egenskab, og de variations-
forskelle, der alts˚a opst˚ar, bevirker, at nogle individer vil være bedre tilpasset
miljøet end andre og derfor har større sandsynlighed for at overleve. I løbet af
nogle generationer vil disse bedre tilpassede individer øge deres andel i popu-
lationen. Dette fænomen kaldes naturlig selektion, og denne selektion resulterer
s˚a i en evolution (Ridley, 1996, side 72-73).
2.2.1 Fitness og reproduktiv værdi
For at have et m˚al for, hvor godt individer er tilpasset (jf. naturlig selektion
ovenfor), benyttes termen fitness. Der findes ingen generelt accepteret defini-
tion af fitness. Fitness er et begreb, der skal defineres for hvert problem, man
søger løst (Stearns, 1999, side 14). I en lærebog i økologi defineres fitness som
det relative antal efterkommere et individ producerer, hvor “relativ” betyder, at
det skal ses i forhold til andre individer i samme population (Begon et al., 1990,
side 8). Dette m˚al er b˚ade afhængigt af mængden af afkom der produceres og
af sandsynligheden for at overleve. Med denne definition er det klart, at hvis de
egenskaber, der resulterer i en høj fitness, er arvelige, vil de i kraft af naturlig
selektion føres videre ved reproduktion. Individer med høj fitness efterlader alts˚a
mest afkom, og derfor øges populationens andel af individer med høj fitness. Løst
2.2. EVOLUTION OG NATURLIG SELEKTION 17
sagt er “min fitness” alts˚a, hvor mange der er af “min slags” i populationen.
Har jeg “høj fitness”, øges min andel. Har jeg “lav fitness”, falder min andel.
Ved fitness kan dog ogs˚a forst˚as den totale mængde energi, som et individ for-
ventes at bruge p˚a reproduktion i sin levetid. Denne værdi best˚ar af mængden
af afkom, der produceres ved den aktuelle størrelse, samt summen af forventet
reproduktion i det resterende livsforløb (Thygesen et al., submitted). Dette m˚al
for fitness er ogs˚a relativt og tager højde for antallet af afkom og sandsynlighe-
den for, at individet overlever. Med denne definition bliver fitness et ma˚l for,
hvor meget et individ p˚a det givne tidspunkt er “værd” for populationen med
hensyn til at producere afkom. Det er den sidstnævnte definition af fitness, der
benyttes i denne rapport.
Ved reproduktiv værdi forst˚as den forventede reproduktive succes for et individ
fra tiden t og fremad (Houston and McNamara, 1999, side 11). Dette vil sige,
at den reproduktive værdi er et m˚al for, hvor meget afkom en gennemsnitlig
organisme i en bestemt aldersklasse, kohorte, kan forventes at opn˚a i resten af
dens levetid, idet man skal indregne eventuelle ændringer i populationsstørrelsen
(Stearns, 1999, side 225). Er populationen konstant, er den reproduktive værdi
for et gennemsnitsindivid alts˚a den gennemsnitlige forventede mængde afkom i
resten af dens levetid.
Dette fremg˚ar af det generelle udtryk for et individs reproduktive værdi (V )
til tiden (eller snarere: livsstadiet) x. I følgende udtryk beskrives, hvordan V
afhænger af populationsstørrelsen (Begon et al., 1990, box 14.1), (Stearns, 1999,
side 23-28):
Vx = mx +
y=ymax∑
y=x+1
(
ly
lx
·my ·Rx−y
)
(2.1)
hvor mx er individets reproduktionsrate (antal afkom) til tiden (livsstadiet) x,
lx er chancen for overlevelse til tiden x og Rx−y er nettoreproduktionsraten for
hele populationen fra tiden x til tiden y.
Udtrykket siger alts˚a, at individets totale reproduktion (egtl.: antal afkom) er
summen af reproduktionen, mx, til tiden x, plus den forventede reproduktion,
my, gange sandsynligheden for at overleve, ly, til tiden y, givet, at individet
allerede er overlevet til tiden x. Sidstnævnte er udtrykt ved størrelsen
ly
lx
·my
Denne værdi korrigeres for eventuelle ændringer i populationsstørrelsen fra tiden
x til tiden y, Rx−y.
Vi har derfor, at hvis populationen er i ligevægt og dermed konstant, dvs. R = 1,
kan der ses bort fra det sidste led i udtrykket for V . Men vokser populationen,
dvs. R > 1, falder Rx−y til under 1, da y > x. Det medfører, at leddet for
den fremtidige forventede population bliver mindre, og dermed falder V , og vice
versa, hvis populationen falder. Alts˚a falder reproduktionsværdien, hvis popu-
lationen vokser, fordi det enkelte individs bidrag f˚ar mindre vægt (og omvendt,
hvis populationen falder).
Derfor er det en vigtig forudsætning for beregningen af fitness i en population,
om populationen er konstant, idet konstant populationsstørrelse simplificerer
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beregningerne ganske meget.
Hvis individerne i en population enten vokser eller reproducerer, siger man,
at de lever i en s˚akaldt bang-bang strategi. I s˚a fald bliver fitness og reproduktiv
værdi det samme p˚a det optimale reproduktionstidspunkt: P˚a det tidspunkt
vil det forventede antal afkom være det samme som det optimalt opn˚aelige an-
tal afkom. Men reproducerer den sig før det optimale reproduktionstidspunkt,
bliver fitness lavere end den optimale reproduktive værdi, idet den kunne have
vundet ekstra reproduktiv værdi ved at vente.
Resultatet af evolution er en optimal livshistorie med den højeste fitness og
dermed den højeste totale reproduktive værdi (Begon et al., 1990, side 479),
(Houston and McNamara, 1999, side 11).
2.3 Livshistorier og strategier
En livshistorie skildrer en organismes vækst, udvikling, energioplagring samt
reproduktion og benyttes til at beskrive en organismes livsforløb. Et individ vil
have forskellige “valg” med hensyn til de nævnte processer, og det, individet
vælger, kaldes s˚a individets strategi. En livsstrategi best˚ar alts˚a af de valg (og
de fravalg) et individ foretager i løbet af et livsforløb (Begon et al., 1990, side
474).
Som nævnt vedrører et af valgene reproduktion. Dette kan f.eks. være, hvor vidt
individet skal reproducere mere end e´n gang i løbet af et livsforløb, hvorn˚ar i
livsforløbet reproduktionen skal finde sted, samt hvor mange og hvor store afkom
individet f˚ar (Begon et al., 1990, side 476).
Med hensyn til, hvorn˚ar i et livsforløb et individ vælger at f˚a afkom, eksiste-
rer der overordnet to strategier. Da reproduktionen er energikrævende, vil der
i denne periode være mindre energi til vækst (af kroppen). En mulig strategi
er derfor, at væksten stopper helt, n˚ar individet første gang begynder p˚a repro-
duktion – uden at begynde igen efter endt reproduktion. Denne strategi kaldes
bestemt vækst og ses hos f.eks. pattedyr. Alternativt kan et individ fortsætte med
at vokse under reproduktion, s˚aledes at der bruges energi p˚a vækst og repro-
duktion samtidigt. Dette kaldes for ubestemt vækst og ses hos de fleste fiskearter.
Udviklingen af livsstrategier sker p˚a grund af forekomsten af bestemte egen-
skaber, og strategierne er s˚aledes underlagt evolutionen og skal til enhver tid
optimeres af populationen for at afbalancere de forskellige kompromiser. Livs-
historier p˚avirkes af den evolutionære proces og ændres afhængigt af, hvordan
samspillet mellem evolution og miljø p˚avirker en organisme. Ma˚let for popula-
tionen er at opn˚a den højst mulige fitness. For at kunne beskrive de valg og de
effekter, valgene f˚ar for individet og dets fitness, anvendes tilstandsvektorer og
beslutningsvektorer.
2.3.1 Tilstandsvektoren
Det følgende bygger i det væsentlige p˚a (Houston and McNamara, 1999, kapitel
2-3).
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I et samfund kan individerne adskille sig fra hinanden p˚a en række forskellige
m˚ader, og forskellene f˚ar indflydelse p˚a, hvilke muligheder de forskellige indi-
vider har for at gennemføre deres strategier, og hvilke konsekvenser forsøg p˚a
dette har for individet. De individuelle forskelle kan g˚a p˚a individets fysiske
tilstand som for eksempel alder, størrelse, energireserver, sundhedstilstand osv.
Eller forskellene kan dreje sig om individets “kendskab” til omgivelserne, dets
aggresivitet, erfaring i jagt, kurmageri, territorieforsvar og lignende. Endvidere
kan medtages de tilstande, der beskriver den del af omgivelserne, der er vigtig
for dyret: redepladsens tilstand, magens tilstand eller afkommets tilstand (dets
“udvidede fænotype”). Nogle af tilstandene kan være gavnlige for dyret, for
eksempel energireserver før vinteren, andre kan være negative, for eksempel pa-
rasitmængden, atter andre kan være gavnlige eller skadelige alt efter de øvrige
omstændigheder. Meget føde i mave-tarmkanalen kan for eksempel øge risikoen
for at blive taget af et rovdyr, da det nedsætter mobiliteten, men udgør p˚a den
anden side en potentiel energireserve.
Hver af disse tilstande kan repræsenteres ved en tilstandsvariabel, der gives
en værdi svarende til den tilstand, individet har (vægt, alder osv.), og samlet
kan en s˚adan beskrivelse af individets totale tilstand betegnes med tilstandsvek-
toren, der best˚ar af samtlige tilstandsvariable.
Dyrets totale tilstand beskrives derved med tilstandsvektoren
X(t) = (x1(t), x2(t), . . . , xn(t)),
hvor n er det samlede antal tilstande, der er inddraget i beskrivelsen, og hvor
X(t) alts˚a er en funktion af tiden. I denne fremstilling betegner X vektoren
og x tilstandsvariablen, og der regnes med det deterministiske tilfælde, hvor
værdierne for X(t) kan bestemmes i fremtiden. Der er alts˚a ikke tale om sto-
kastiske processer.
Der er store forskelle p˚a, hvilke tilstandsvariable der skal betragtes som funk-
tioner af tiden, og hvilke der skal betragtes som konstante. Det afhænger af,
hvad der modelleres. Dermed er der ogs˚a store forskelle i, hvilke tilstande der er
relevante at medtage som tilstandsvariable. Modellerer man fødesøgningsadfærd
over en dag, er massen konstant, mens energireserver og tarmindhold er tids-
afhængige. Da kan disse være passende tilstandsvariable. Men modellerer man
tidspunkt for reproduktion, kan man ignorere s˚adanne detaljer og vælge masse
som tilstandsvariabel. Derfor underforst˚as tidsafhængigheden oftest, s˚a vektoren
normalt skrives:
X = (x1, x2, . . . , xn),
og man trækker s˚a tiden t ud som en selvstændig variabel.
Det er afgørende at reducere antallet af tilstandsvariable til det absolutte mi-
nimum for ikke at f˚a uoverskuelige modeller, og man skal derfor vurdere nøje,
hvad modellen skal kunne udtale sig om.
Tilstandsvektoren har direkte betydning for individets reproduktive værdi til
tiden t, og den reproduktive værdi skal derfor angives som funktion af s˚avel til-
standsvektoren som tiden: V (X, t). Den reproduktive værdi er afgørende for in-
dividets fitness, idet den reproduktive værdi afhænger af, hvor mange ressourcer
der allokeres til opbygning af kønsorganer og til redebygning, og tilstandsvek-
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toren beskriver s˚aledes, hvilke muligheder individet har for at f˚a afkom. Dermed
er tilstandsvektoren afgørende i den matematiske modellering af problemstillin-
ger, der skal finde den optimale beslutning givet, at fitness skal være maksimal.
I situationer, hvor man, som det gælder for fisk, har ubestemt vækst (fisk vokser
hele livet), kan man i stedet for tiden t, anvende n alderen, og forudsætter man,
at individet ikke kan tabe vægt, kan alder erstattes med masse. Dermed vil
tilstandsvektoren for eksempel kunne komme til at best˚a af massen som eneste
variabel, og den reproduktive værdi kommer til at afhænge af massen alene.
V (X, t) = V (m)
Da større masse for et individ giver mere masse til reproduktion, m˚a det for-
ventes, at den reproduktive værdi er voksende med m.
2.3.2 Beslutningsvektoren
Til at styre udviklingen af tilstandenX til tiden t har individet en række “beslut-
ninger”, der samles i en beslutningsvektor,
U(t) = (u1(t), . . . , un(t)),
hvor hver ui styrer netop e´t valg. Summen af samtlige ui er 1. Beslutningsvek-
toren angiver dermed, hvordan individet fordeler sin tid p˚a de enkelte funktion-
er, den kan vælge at udføre. For eksempel kan u1 angive den del af tiden, et
dyr søger føde, og u2 kan angive, om dyret skal forsvare sit territorium. Beslut-
ningerne taget til tiden t p˚avirker tilstandsvektoren til t + 1, forudsat dyret er
i live. En særlig vigtig beslutning er, om reproduktionen skal foretages nu eller
udskydes til fremtiden.
Gennem et livsforløb vil vækst, udvikling, energioplagring og reproduktion an-
drage forskellige andele, og organismens opgave er at vælge de muligheder, der
giver den største reproduktive succes. Valgmulighederne, som en organisme st˚ar
over for, afvejes mod hinanden, og de valg, der foretages, beskriver livsstrategien.
De reproduktive strategier, der fører til forskellige livshistorier, er eksempelvis
variationer i tidspunkt for kønsmodning, allokering af energi til reproduktion,
valget mellem at f˚a afkom en enkelt eller flere gange i et livsforløb, antallet af
afkom samt størrelse p˚a afkommet (Begon et al., 1990, side 476).
2.3.3 Trade-offs i livshistorier
Et individs fitness p˚avirkes af de forskellige elementer af livshistorien. Disse fak-
torer bidrager med b˚ade fordele og ulemper for individet, og fitness er derfor
bestemt af livshistorien. Ofte vil de valg, der øger fitness, st˚a i modsætning til
hinanden. Eksempelvis er det modsætningsfuldt at producere mange unger, hvis
de samtidig skal være store. Et andet eksempel er modsætningen i at prioritere
allokering af energi til b˚ade reproduktion og vækst. Konsekvensen af en giv-
en strategi kan være en reduktion af den totale reproduktive værdi p˚a grund
af øget dødelighed. For individerne er der derfor tale om trade-offs (kompro-
miser) mellem to eller flere valgmuligheder, hvor et konkret valg direkte øger
den reproduktive værdi og indirekte medfører et fald i den reproduktive værdi,
eksempelvis p˚a grund af øget dødelighed. Valget mellem forskellige strategier
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er derfor et kompromis, der opst˚ar p˚a grund af trade-offs (Begon et al., 1990,
side 484-485). I modeller findes den optimale strategi til maksimering af fitness
typisk ved anvendelse af dynamisk programmering.
2.3.4 Dynamisk programmering
Dynamisk programmering er en metode til at løse problemer inden for optimal
kontrolteori, hvor man søger at finde den optimale strategi, der maksimerer ens
udbytte, optimal control (Bellman and Kabala, 1965). Dynamisk programmering
udnytter to principper:
• Principle of optimality, optimalitetsprincippet
• Principle of embedding, indlejringsprincippet
“Principle of optimality”, optimalitetsprincippet, siger, at lige meget hvor man
er i et forløb, findes der en optimal vej mod ma˚let, f.eks. reproduktionstidspunk-
tet. “Principle of embedding”, indlejringsprincippet, siger, at man ved at dele
en beslutning op i mange sm˚a beslutninger kan forenkle optimeringen.
Principperne for dynamisk programmering i det diskontinuerte til-
fælde
Man kan illustrere de to principper med et diskontinuert eksempel, hvor man
skal vælge at lade en transport foreg˚a mellem to havne, A og H, ved at lade dem
passere et farvand, hvori man finder havnene B, C,...,G. Der kan være forskellige
muligheder for at lade transporten foreg˚a. Man starter da bagfra og finder den
optimale havn før H. N˚ar den er fundet, lad det være F, finder man den optimale
havn før F, og s˚adan arbejder man tilbage. Derved bliver et komplekst problem
opdelt i en række enklere problemer, der tilsammen garanterer, at hele løsningen
foreg˚ar ad den optimale vej. Optimalitetsprincippet siger s˚a, at uanset hvilken
havn skibet befinder sig i mellem start og slut, eksisterer der en optimal vej til
m˚alet, og denne findes ved at dele problemet op i en række delproblemer som
antydet ovenfor. I dette problem er det s˚aledes slutbetingelsen, der er givet.
Gevinsten, der opn˚as ved en hvilken som helst serie af beslutninger, kaldes J(u)
og dannes af summen over hele forløbet af den umiddelbare gevinst, der kan
opn˚as til et tidspunkt i forløbet, I(X,U, t), hvor X er tilstandsvektoren, U
beslutningsvektoren og t tiden. Den maksimale gevinst opn˚as ved at vælge de
optimale beslutninger gennem hele forløbet, s˚a J(u) er en funktional for den
totale gevinst, der udtrykker den resulterende værdi for de forskellige valg af
kontrolfunktioner.
Principperne for dynamisk programmering i det kontinuerte tilfælde
Her ser vi p˚a det tilfælde, hvor X og U er endimensionale. Beslutningsvektoren
forudsættes stykvis kontinuert, og I(x, u, t) skal være integrabel. Vi har alts˚a
en tilstandsvariabel, x, og en række beslutninger valgt blandt alle de mulige
endimensionale beslutningsfunktioner u. Problemet er at finde den beslutnings-
funktion, der maksimerer funktionalligningen:
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J(u) =
∫ tf
t0
I(x, u, t)dt+ F (xf , tf ) (2.2)
Værdien af J afhænger alts˚a af beslutningsfunktionen. N˚ar man har valgt den
optimale funktion, vil man til enhver tid have den maksimalt opn˚aelige værdi
af J¯(x, t), og dens værdi afhænger derfor af, hvor man er i forløbet, s˚a derfor er
J¯ en funktion af b˚ade x og t. F (xf , tf ) er værdien ved sluttilstanden. I denne
sammenhæng vil værdien af F altid være 0 ved sluttiden tf , da vi vil betragte
reproduktive værdier, der er 0 ved tf (her = dødstidspunkt).
Optimeringen af J i 2.2 kan derfor skrives:
J¯(x, t) = max
u∈U
[∫ tf
t0
I(x, u, t)dt
]
(2.3)
Det oprindelige problem er herved blevet indlejret i en serie af problemer, der
umiddelbart kan se mere komplicerede ud, men som deler problemet op i serier
af problemer, der hver især udtrykker et enkelt led i optimeringen og tilsammen
giver en optimering af J , se nedenfor. Indlejringsprincippet gør derfor løsningen
af optimeringsproblemet simplere.
Funktionalligningen er undergivet betingelserne
x(0) = x0
t0 = 0
u : [t0; tf ] 7→ [0; 1]
Startbetingelserne, t0 og x(0), er givne.
Der gælder desuden bibetingelsen:
dx
dt
= f(x, u, t), (2.4)
der er givet. Det antages desuden, at J¯(x, t) er to gange differentiabel med kon-
tinuerte afledte med hensyn til dens argumenter (x og t).
Da man kan arbejde sig tilbage til begyndelsen i skridt bagud som beskrevet i
indledningen, vælger man ikke at se p˚a t0 = 0, men at starte et intermediært
sted, t, i forløbet og optimere derfra. Det vil sige, at situationen i ligning 2.3
ændres til:
J¯(x, t) = max
u∈U
[∫ tf
t
I(x, u, t)dt
]
(2.5)
hvor I(x, u, t) kaldes den “den intermediære funktion”.
Princippet er, at man kan starte vilk˚arligt tæt p˚a tf , finde den optimale strategi
for resten af tiden og herfra bevæge sig baglæns, til man n˚ar til t0. Det gør man
i praksis ved at opdele optimeringen i to trin:
• Det aktuelle tidsrum, t og
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• Resten af tiden fra t til tf
Hvis det er fitness, der skal optimeres, er det værdien af fitness, der er J(u).
J(u) afhænger derved af den aktuelle fitness-definition, der som nævnt før skal
tilpasses det aktuelle problem. Det kan for eksempel være den forventede energi
afsat til reproduktion i resten af livet. Den intermediære funktion, I(x, u, t), vil
være den aktuelle reproduktionsindsats, det vil sige den energi, der til enhver
tid kan afsættes til reproduktion – afhængigt af beslutningsfunktionen u(t).
Optimalitetsprincippet og indlejringsprincippet anvendes ved at dele den for-
ventede reproduktive værdi op i forskellige komponenter i tiden. P˚a den m˚ade
opvejer man den effekt, man har nu, med risikoen for at g˚a et lille stykke videre
og vente med at sætte reproduktionen ind og derved f˚a en lidt større gevinst.
Ved passende udledning, som vi vil gennemg˚a i modelafsnittet, opn˚as Bellmans
ligning:
− ∂J¯
∂t
= max
u∈U
[
I(x, u, t) +
∂J¯
∂x
f(x, u, t)
]
(2.6)
hvor det fremg˚ar, at bibetingelsen f(x, u, t) fremkommer efter partiel differen-
tiation af J¯(x, t) med hensyn til x. Betydningen af denne vil fremg˚a, n˚ar vi
anvender dynamisk programmering p˚a vort eksempel.
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Kapitel 3
Modellen
3.1 Introduktion til modellen
I dette kapitel introduceres den model, der modellerer Type 1-individer, og
som præsenteres i (Thygesen et al., submitted). Kapitlet er opbygget s˚aledes,
at vi først introducerer modellens antagelser, derefter opstilles de matematiske
udtryk, og til sidst beskrives et eksempel med parameterværdier. Først gives et
overblik over modellen med ord. Det skal understreges, at i dette afsnit bliver
der ikke taget stilling til indholdet af artiklen, (Thygesen et al., submitted), men
modellen præsenteres, s˚a læseren f˚ar mulighed for at dele vores opfattelse af den.
I modellen betragtes en homogen population af individer (et modelsamfund)
med kropsvægten som funktion af individets alder som eneste beskrivende vari-
abel. Individerne af samme vægt betragtes alle som ens, og der skelnes s˚aledes
ikke mellem arter. Alle er prædatorer, og den eneste døds˚arsag er at blive spist
af en større prædator. Det betyder, at al energi i systemet kommer fra meget
sma˚ individer (“plankton”), og energien vandrer gennem spektret ved præda-
tion af stadigt større rovdyr.
Modellen bygges op omkring en række antagelser, der skal tjene til at modellere
dette simple samfund, og p˚a basis af disse antagelser matematiseres modellen:
Størrelsesspektret er grundlaget for modellen, og ud fra dette opbygges funk-
tioner for energioptag og død gennem prædation. Energioptaget diskonteres for
vedligeholdelse (respiration og lign.), og herfra kan beregnes energioverskuddet
med stigende alder. Energioverskuddet kan som nævnt anvendes til yderligere
vækst eller til reproduktion eller deles mellem disse to strategier som fastlagt af
strategivektoren.
Det energioverskud, fokusindividet opn˚ar, kan allokeres til enten vækst eller re-
produktion. Fordelingen mellem disse styres af en beslutningsvektor, der her
kun har et enkelt element, og som derved styrer tidspunktet (egentlig: massen),
hvor reproduktionen skal sættes ind.
Da populationerne antages at være i ligevægt, antages det, at de har opn˚aet
maksimal fitness. Denne kan bestemmes ved hjælp af dynamisk programmering
som beskrevet i kapitel 2: i udtrykket for Bellmans ligning beregnes den bedste
strategi for at opn˚a maksimal fitness. Optimeringens resultat er, om det kan
betale sig at dele energioverskuddet mellem vækst og reproduktion (ubestemt
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vækst), eller om det kan betale sig at gøre enten det ene eller det andet (bestemt
vækst ved en bang-bang-strategi). I denne model opn˚as desuden et analytisk
udtryk for fitness.
Modellens hovedresultater er analytiske udtryk for:
• Optimal kønsmodningsstørrelse (m∗)
• Individets fitness (W )
3.2 Antagelser
Modellen i (Thygesen et al., submitted) m˚a nødvendigvis bygge p˚a en række
biologiske antagelser, som imidlertid ikke er anført eksplicit i artiklen. Vi vil her
gøre rede for, hvilke antagelser vi mener ma˚ ligge til grund for modellen. For flere
af antagelserne bliver grundlaget præsenteret, og der gives en kort forklaring p˚a
antagelsens biologiske betydning.
3.2.1 Systemets rammer
Antagelse 1 (Selektionspres fører til optimal strategi) Alle individer føl-
ger en optimal livsstrategi p˚a grund af selektionspres.
Størrelsen af en population afhænger af de enkelte individers reproduktive suc-
ces gennem et livsforløb. Grundet selektion optimeres andelen af energi, der
allokeres til reproduktion, hvormed livsstrategien bliver optimal.
Antagelse 2 (Alle individer er ens) Det modellerede individ er en repræsen-
tant for en ensartet gruppe af individer med samme adfærd.
En konsekvens af denne antagelse er, at man kan betragte fokusindividet som
et gennemsnitsindivid. Nærmere bestemt er alle individer hunner.
Antagelse 3 (Homogen fordeling) Individerne er homogent fordelt i van-
det.
Sandsynligheden for at finde et individ med bestemte egenskaber er alts˚a den
samme overalt.
Antagelse 4 (Alder er eneste beskrivende variabel) Til at beskrive et in-
divid udtømmende behøves kun dets alder.
Konsekvensen af denne antagelse er, at man ikke kan skelne mellem individer
med samme alder. Det skal bemærkes, at alder her regnes i masse, og at alle
udtryk i modellen dermed beregnes p˚a grundlag af masse.
Antagelse 5 (Al dødelighed skyldes prædation) Individerne i modellen
dør udelukkende som følge af prædation.
Der ses alts˚a bort fra døds˚arsager som fiskeri, ældning, sygdomme mm.
Antagelse 6 (Konstant massespektrum) Antallet af individer fordelt efter
masse er uafhængig af tid, da populationerne i massespektret er i ligevægt.
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Det vil sige, at blandt afkommet fra et individ vil i gennemsnit kun et enkelt
afkom kønsmodnes og producere nyt afkom. Hvis alle populationer er i ligevægt,
følger det, at massespektret er konstant, men det omvendte er ikke nødvendigvis
givet.
3.2.2 Masse og vækst
Antagelse 7 (Masse-energi-ækvivalens) Det antages, at masse og energi
er ækvivalente bortset fra en passende omregningsfaktor.
Dermed ses bort fra, at nogle fisk kan have højere energiindhold pr. masseenhed
end andre – f.eks. p˚a grund af forskellig fordeling af massen p˚a fedt, proteiner
og kulhydrater.
Antagelse 8 (Aldrig energiunderskud) Et individ har aldrig energiunder-
skud.
En konsekvens af denne antagelse er, at et individs masse aldrig kan falde, og
derved kan individet aldrig dø af sult.
Antagelse 9 (Allokering af energi) Energioverskud kan enten allokeres til
vækst, til reproduktion eller til begge dele.
En konsekvens af denne antagelse er, at der ikke bruges særskilt energi p˚a par-
ring.
Antagelse 10 (Log-lineært massespektrum) Tætheden af individer pr. rum-
enhed vand fordelt efter masse kan tilnærmes med en potensfunktion.
Antallet af sm˚a dyr er størst. Dette fører til det log-lineære plot, der kaldes et
massespektrum, og som har negativ hældning.
3.2.3 Fødeindtag, prædation og metabolisme
Antagelse 11 (Alle individer er prædatorer) B˚ade organismerne i mass-
espektret og fokusindividerne er prædatorer.
Antagelse 12 (Log-lineært afsøgningsvolumen) Det volumen vand en præ-
dator afsøger pr. tidsenhed kan beskrives med en potensfunktion af prædatorens
masse. Denne potensfunktion er stigende med en eksponent, der er højst 1.
Antagelse 13 (Relativ prædator-bytte-vægt) Massen af de byttedyr, en
prædator kan æde, skal ligge i et relativt lille interval, hvis placering p˚a mass-
eskalaen alene afhænger af prædatorens vægt.
Antagelse 14 (En prædator æder alt den møder) Ved dette forst˚as, at n˚ar
en prædator støder p˚a et byttedyr i det fastsatte størrelsesvindue, bliver byt-
tedyret ædt.
Antagelse 15 (Energiudnyttelse proportionalt med indtag) Af den mæng-
de føde, et individ indtager, vil en fast del blive optaget og være disponibel til
vækst, reproduktion og metabolisme.
Antagelse 16 (Log-lineær metabolisme) Den mængde energi, et individ al-
lokerer til metabolisme pr. tidsenhed (dvs. til opretholdelse af kroppens funk-
tioner), kan beskrives med en potensfunktion med individets masse som eneste
variabel. Denne potensfunktion er stigende med en eksponent, der er højst 1.
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Figur 3.1: Et størrelsesspektrum viser antal individer (N) som funktion af
massen (m) i et dobbeltlogaritmisk plot.
3.3 De matematiske udtryk
I det følgende præsenteres først de grundlæggende matematiske udtryk, der
bygger direkte p˚a antagelserne indført i det foreg˚aende afsnit. Efterfølgende ud-
bygges dette fundament med de udtryk, der umiddelbart kan udledes heraf.
Vi vil alts˚a foretage en matematisk fortolkning af antagelserne. I forlængelse
af gennemgangen af livshistorier og strategier i afsnit 2.3 p˚a side 18 anvendes
en tilstandsvektor til at beskrive fokusindividet. Vektoren har kun et element,
massen, der er en funktion af tiden. Som nævnt i afsnittet om tilstandsvektorer
(2.3.1) trækkes tiden imidlertid ud som selvstændig variabel, s˚a vi alene an-
vender massen som tilstands“vektor”. Tiden som selvstændig variabel har sin
betydning ved optimering af livshistorier (afsnit 2.3.4). Endvidere sættes ener-
gi ækvivalent med masse i henhold til antagelse 7. Undervejs gøres en række
bemærkninger vedrørende de indg˚aende parametre, som der følges op p˚a i va-
lideringen. Alle parametre og funktioner samt deres enheder ses i tabel 3.1 p˚a
side 39.
Indledningsvist introduceres tre grundlæggende potensfunktioner, der beskriver
sammenhængen mellem masse og henholdsvis individtæthed, afsøgningsvolumen
og energiforbrug til metabolisme. De tre udtryk følger direkte af antagelserne
10, 12 og 16.
3.3.1 Individtæthed
Antal individer med massen m (antagelse 10) er:
p(m) = κm−k (3.1)
Bemærkning 1 (Krav til κ og k) Som en følge af antagelse 10 gælder følgen-
de krav: κ > 0 og k > 0.
p(m) kan afbildes som en ret linie i et log-log-plot, et s˚akaldt størrelsesspektrum,
som vist p˚a figur 3.1.
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3.3.2 Afsøgningsvolumen
Afsøgningsvolumen for et individ med massen m (antagelse 12) er:
v(m) = γmq (3.2)
Bemærkning 2 (Krav til γ og q) Som en følge af antagelse 12 stilles følgende
krav: γ > 0 og 0 < q ≤ 1.
3.3.3 Energiforbrug ved metabolisme
Energiforbruget ved metabolisme for et individ med massen m (antagelse 16)
er:
M(m) = δmr (3.3)
Bemærkning 3 (Krav til δ og r) Som en følge af antagelse 16 stilles følgende
krav: δ > 0 og 0 < r ≤ 1.
3.3.4 Byttedyrsfrekvens
Ifølge antagelse 13 søger prædatorer byttedyr i et størrelsesinterval (“vindue”),
der relativt til prædatorens egen vægt er lille. Dette repræsenteres med inter-
vallet [βm;βm(1 + ∆)] p˚a masseskalaen, hvor ∆  1 og 0 < β < 1/(1 + ∆). β
angiver den relative størrelse imellem prædator og bytte. B˚andet p˚a β afspejler,
at en prædator ikke kan prædere bytte med større masse end sig selv. Da alle
byttedyr er homogent fordelt ifølge antagelse 13, kan vi umiddelbart opskrive et
udtryk for, hvor ofte en prædator møder byttedyr (“Rate of encounter”, Re(m)):
Re(m) = v(m)
∫ βm(1+∆)
βm
p(ξ)dξ (3.4)
= v(m)p(βm)∆βm+ o(∆)
' v(m)p(βm)∆βm (3.5)
= γκ∆β1−km1+q−k
For at komme fra 3.4 til 3.5 benyttes en taylorudvikling p˚a integralet i punktet
βm, og da ∆ 1, kan man se bort fra o(∆).
Bemærkning 4 (Krav til eksponenten i Re(m)) Byttedyrsfrekvensen skal
være aftagende, da k > 0. Dette resulterer i følgende krav til eksponenten:
1 + q − k < 0 ⇔ k > q + 1 (3.6)
3.3.5 Brutto-energioptagsfrekvens
Fra byttedyrsfrekvensen (formel 3.5) udregnes brutto-energioptagsfrekvensen,
E(m), som produktet af byttedyrsfrekvensen, Re(m), byttedyrsstørrelsen, βm
og assimileringseffektiviteten, α, som er den andel af den indtagne føde, der
optages over tarmvæggen (antagelse 15).
E(m) = αRe(m)βm
= αγκ∆β2−kmq+2−k (3.7)
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Bemærkning 5 (Krav til eksponenten i E(m)) Et individs samlede ener-
gioptag m˚a forventes at være voksende med massen. Dette resulterer i følgende
krav til eksponenten:
0 < q + 2− k < 1 ⇔ q + 1 < k < q + 2
3.3.6 Netto-energioptagsfrekvens
Netto-energioptagsfrekvensen er den energi, der er til r˚adighed til vækst og re-
produktion. Den beregnes som brutto-energioptagsfrekvensen (formel 3.7) frareg-
net energitabet hidrørende fra metabolismen (formel 3.3).
e(m) = E(m)−M(m)
= (αγκ∆β2−kmq+2−k)− (δmr) (3.8)
3.3.7 Dødelighed
Et individ med massen m præderes af organismer i masseintervallet [m/β(1 +
∆);m/β]. Individets dødelighed, µ(m), kan opfattes som den frekvens, hvormed
det møder sine prædatorer. Udtrykket for dødelighed fremkommer p˚a følgende
m˚ade:
Hvis antallet af prædatorer pr. volumen er:
∫ m/β
m/β(1+∆)
p(ξ)dξ
kan antal møder pr. volumen mellem individer med massen m og prædatorer
med massen m/β beskrives som:
∫ m/β
m/β(1+∆)
p(m)p(ξ)dξ
Dermed bliver det totale antal møder:
v(m/β)
∫ m/β
m/β(1+∆)
p(m)p(ξ)dξ
og antallet af møder pr. fokusindivid er dermed:
v(m/β)
1
p(m)
∫ m/β
m/β(1+∆)
p(m)p(ξ)dξ
Men da 1p(m) g˚ar ud med p(m), er dødsraten dermed:
µ(m) = v(m/β)
∫ m/β
m/β(1+∆)
p(ξ)dξ (3.9)
= v(m/β)p(m/β)∆m/β + o(∆) (3.10)
' γκ∆βk−q−1m1+q−k (3.11)
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Der taylorudvikles i m/β fra 3.9 til 3.10, og da ∆  1, kan man se bort fra
o(∆) (fra 3.10 til 3.11).
3.3.8 Indføring af dimensionsløse størrelser
Ved at indføre dimensionsløse udtryk f˚ar man mulighed for at bruge nogle karak-
teristiske størrelser for masse og tid som enheder, hvorved man indfører en nor-
malisering. Den konstruktion, der anvendes her, har endvidere den fordel, at
flere parametre helt udg˚ar af de dimensionsløse udtryk. Dette betyder, at det er
muligt at foretage kvalitative beregninger uden at skulle estimere alle parame-
tre. Samtidig bliver de centale udtryk væsentligt simplere at arbejde med, da der
indg˚ar færre symboler. De krav til parametrene, der blev indført i bemærkning
1-5, gælder fortsat for de dimensionsløse udtryk.
Udtrykkene gøres dimensionsløse ved at indføre to karakteristiske størrelser:
stagnationsmassen (m+) og den forventede gennemsnitlige levetid (t+) for et
individ, der harm = m+. Stagnationsmassen er den masse, hvor energiforbruget
til metabolisme er lig med brutto-energioptaget:
M(m+) = E(m+)
δmr+ = αv(m+)p(βm+)∆β
2m2+
m+ =
(
α∆γκβ2−k
δ
) 1
r+k−q−2
(3.12)
Bemærkning 6 (Krav til eksponenterne i M(m) og E(m)) Eksponenter-
ne til massen i udtrykkene 3.3 og 3.7 skal være forskellige, for at stagnations-
massen er veldefineret:
r 6= q + 2− k ⇔ r + k − q − 2 6= 0 ⇔ k 6= q + 2− r
Den karakteristiske tid er givet ved den reciprokke dødelighed (formel 3.11) af
m+:
t+ = (µ(m+))−1
= (v(m+/β)p(m+/β)∆βm+)−1
=
β1+q−k
γκ∆
mk−q−1+ (3.13)
Ved indførelse af disse størrelser kan masse og tid udtrykkes med de enhedsløse
størrelser m˜ og t˜:
m˜ :=
m
m+
(3.14)
t˜ :=
t
t+
(3.15)
Netto-energioptagsfrekvensen (e(m)) - der har enheden [MT ] - defineres enheds-
løst ved
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e˜(m˜) :=
t+
m+
e(m˜m+) (3.16)
=
t+
m+
(E(m˜m+)−M(m˜m+))
= φmk−q−2+ (m˜m+)
q−k+2 − (m−r+ φ(m˜m+)r)
= φ(m˜q−k+2 − m˜r) (3.17)
hvor
φ := αβq+3−2k (3.18)
Bemærkning 7 (Krav til eksponenterne i e˜(m˜)) Et individs netto-energi-
optag skal – ifølge antagelse 8 – være positivt, indtil stagnationsmassen (m+)
n˚as, hvorefter netto-energioptaget skal antage negative værdier. Dette resulterer
i følgende krav til eksponenterne:
q − k + 2 < r ⇔ k > q + 2− r
Singulariteten i bemærkning 6 (dvs. de´r, hvor stagnationsmassen ikke er velde-
fineret) er dermed indbefattet i ovenst˚aende krav.
Tilsvarende defineres dødeligheden, µ(m), der har enheden [ 1T ], enhedsløst ved
µ˜(m˜) := t+µ(m˜m+) (3.19)
= t+γκβ−q+k−1(m˜m+)q−k+1
= m˜q−k+1 (3.20)
3.3.9 Den optimale livsstrategi – Optimering af fitness
I det følgende beskrives den her anvendte metode til at finde den optimale strate-
gi. I fokusindividets liv genereres et vist energioverskud, e(m), der kan anvendes
til enten reproduktion, vækst eller begge dele, jf. antagelse 9. Form˚alet med at
opstille modellen er at kunne bestemme den optimale strategi for fordelingen af
energi mellem disse to tilstande p˚a en ma˚de, der sammenknytter størrelsesspektret
for individets økosystem med dets livshistorie. Til at finde et ma˚l for den maksi-
male fitness for fokusindividet anvendes dynamisk programmering. Der benyttes
her antagelserne 1 og 6, der siger, at populationen er i ligevægt og har opn˚aet
maksimal fitness.
I dette afsnit skelnes ikke mellem dimensionsløse og dimensionerede udtryk,
da princippet i optimeringen af livshistorie ikke afhænger af de indg˚aende vari-
ables absolutte størrelse. N˚ar vi senere bestemmer konkrete værdier, vender vi
tilbage til det dimensionsløse tilfælde.
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Modellens tilstandsvektor og beslutningsvektor
I henhold til den generelle teori om livshistorier præsenteret i afsnit 2.3 p˚a side
18 indføres i dette afsnit tilstands- og beslutningsvektorer for fokusindividet.
Individets tilstandssvektor er givet ved, jf. afsnit 2.3.1:
X = (x1, x2, . . . , xn),
= (m)
da m er den eneste tilstandsvariabel i modellen.
Individets beslutningsvektor, ψ(t), der er modellens kontrolvariabel, er en af-
bildning med følgende egenskaber:
ψ(t) : [0; tf [−→ [0; 1] (3.21)
ψ(t) er den andel af netto-energifrekvensen, der allokeres til reproduktion til
tiden t. ψ(t) er defineret i hele individets levetid (fra t = 0 til t = tf ). In-
dekset “f” st˚ar for “final”, dvs. at tf er sluttidspunktet, det tidspunktet, hvor
modelindividet er død.
“Den umiddelbare gevinst”
Idet tilstandsvariablen er massen, m, og beslutningsvariablen er ψ(t), kan vi
angive den umiddelbare reproduktionsindsats, som svarer til den “umiddelbare
gevinst” i formel 2.2 p˚a side 22:
I(m,ψ(t), t) = e(m)ψ(t) (3.22)
det vil sige det overskud i energi til tiden t, som beslutningsfunktionen allokerer
til reproduktion til tiden t. Bibetingelsen bliver p˚a tilsvarende vis givet ved
ændringen i masse per tid, jf. formel 2.4, og kan fastsættes som:
dm
dt
= (1− ψ(t))e(m) (3.23)
der er energioverskuddet allokeret til vækst som følge af de beslutninger, der
tages. Vi har med andre ord, at n˚ar
ψ(t) = 1
allokeres al energioverskud til reproduktion. N˚ar
ψ(t) = 0
allokeres al energioverskud til vækst.
Modellens m˚al for fitness
Vi definerer nu fitness, W (m, t) ( jf. J¯(x, t) i formel 2.3) som:
• Den afsatte energi til reproduktion i resten af levetiden under optimale
valg:
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W (m, t0) := max
ψ∈[0;1]
[∫ tf
t0
I(m,ψ(t), t)dt
]
(3.24)
= max
ψ∈[0;1]
[∫ tf
t0
e(m)ψ(t)dt
]
Modellens maksimeringsproblem
Idet vi har startbetingelserne t0 = 0, m(0) = m0, jf. formel 2.4 p˚a side 22 og
pi(0) = 1, hvor pi(t) angiver sandsynligheden for at være i live til tiden t, kan vi
opstille funktionalligningen for maksimeringsproblemet, jf. formel 2.5:
W (m, t)pi(t) = max
ψ∈[0;1]
[∫ tf
t
e(m)ψ(t)dt
]
pi(t) (3.25)
t ∈ [t0; tf ]
Der bliver her diskonteret for sandsynligheden for at være i live til tiden t,
hvor den fremtidige reproduktionsindsats evalueres.
Det kan umiddelbart indses, at sandsynligheden, pi(t), kan uddivideres af ud-
trykket. Betingelsen pi(0) = 1 udtrykker dermed ikke andet end, at vi kræver,
at fokusindividet er i live. Nu anvendes optimalitetsprincippet.
Udledning af Bellmans ligning
Maksimaliseringen deles nu op i to trin fra tiden t til (t+∆t) og fra (t+∆t) til
tf som omtalt i afsnit 2.3.4
W (m, t) = max
ψ∈[0;1]
[∫ t+∆t
t
e(m)ψ(t)dt+
∫ tf
t+∆t
e(m)ψ(t)dt
]
(3.26)
≈ max
ψ∈[0;1]
[
e(m)ψ(t)∆t+
∫ tf
t+∆t
e(m)ψ(t)dt
]
(3.27)
= max
ψ∈[0;1]
[e(m)ψ(t)∆t+W (m+∆m, t+∆t)] (3.28)
= max
ψ∈[0;1]
[
e(m)ψ(t)∆t+W (m, t) +
∂W
∂t
(m, t)∆t+
∂W
∂m
(m, t)∆m
]
+ o(∆)
hvor vi fra ligning 3.26 til ligning 3.27 anvender, at vi ser p˚a et lille interval og
fra ligning 3.27 til ligning 3.28 anvender optimalitetsprincippet, jf. formel 3.24.
Slutteligt er der taylorudviklet i (m, t).
Hvis W (m, t) elimineres i sidste udtryk i 3.28b, og vi ydermere ser bort fra led
højere end første orden i taylorudviklingen, og der til slut divideres igennem
med ∆t, opn˚ar vi:
0 = max
ψ∈[0;1]
[
e(m)ψ(t) +
∂W
∂t
(m, t) +
∂W
∂m
(m, t)
∆m
∆t
]
(3.29)
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= max
ψ∈[0;1]
[
e(m)ψ(t) +
∂W
∂t
(m, t) +
∂W
∂m
(m, t)
dm
dt
]
(3.30)
= max
ψ∈[0;1]
[
e(m)ψ(t) +
∂W
∂t
(m, t) +
∂W
∂m
(m, t)(1− ψ(t))e(m)
]
(3.31)
hvor vi fra ligning 3.29 til 3.30 foretager grænseovergang fra ∆t→ 0, hvorved
∆m
∆t
→ dm
dt
og fra 3.30 til 3.31 udnytter bibetingelsen jf. ligning 3.23.
Ligning 3.31 er Bellmans ligning (formel 2.6 p˚a side 23). Vi udnytter her, at vi
kan optimere fitness i meget sm˚a trin, jf. grænseovergange og andre snedigheder,
fra slut og frem mod begyndelsestilstanden.
Vi er derved kommet frem til to nøglestørrelser i optimeringen af livshistorien:
∂W
∂m
(m, t)
er væksten i fitness, W ′(m, t), n˚ar det modellerede individ vokser (i konstant
tid!), og
∂W
∂t
(m, t)
er den partielt afledte af fitness, n˚ar vi holder massen konstant og lader tiden
variere. Det vil sige, at leddet udtrykker den energi, der afsættes til reproduktion
i fremtiden fra (t+∆t) til tf , hvor indvidet dør. Da vi ser p˚a et modelindivid i
en population af individer, der opfører sig ens, kan vi forst˚a udtrykket p˚a den
m˚ade, at det angiver, hvor meget reproduktion der er tilbage i populationen.
Da populationen uddør med dødsraten µ, aftager denne reproduktive effekt med
−µW . Da modelindividet opfører sig som et gennemsnitligt individ i populatio-
nen, holder dette udtryk ogs˚a. Derfor kan vi sætte:
∂W
∂t
(m, t) = −µW (m, t) (3.32)
hvorved 3.26 bliver til det endelige maksimeringsudtryk:
− ∂W
∂t
(m, t) = max
ψ∈[0;1]
[e(m)ψ(t) +W ′(m, t)(1− ψ(t))e(m)]
µW (m, t) = max
ψ∈[0;1]
[e(m)ψ(t) +W ′(m, t)(1− ψ(t))e(m)] (3.33)
Indholdet af Bellmans ligning er alts˚a, at risikoen ved at holde sin masse kon-
stant skal opvejes af den gevinst, man kan f˚a ved at reproducere. Det er denne
“trade-off”, der bestemmer den optimale strategi og dermed fokusindividets fit-
ness.
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Differentialligningen til bestemmelse af optimal strategi
Ofte kan Bellmans ligning ikke løses analytisk, men kun numerisk. I dette til-
fælde kan vi imidlertid ikke alene bestemme den optimale strategi analytisk,
men ogs˚a finde et analytisk udtryk for fitness. Vi indfører nu funktionen V , som
er forholdet mellem netto-energioptagsfrekvens og dødelighed. Dette repræsen-
terer, hvor meget energi et individ med massen m allokerer til reproduktion i
resten af levetiden, s˚afremt al energi allokeres til dette. V (m) defineres som:
V (m) :=
e˜(m˜)
µ˜(m˜)
= φ(m˜− m˜k−q+r−1) (3.34)
hvorved vi f˚ar ligningen
W (m, t) = max
ψ∈[0;1]
[V (m)ψ(t) +W ′(m, t)(1− ψ(t))V (m)] (3.35)
Løsning
Dette problem (ligning 3.35) kan nu opstilles som differentialligning. For over-
skuelighedens skyld sættes
Ω := ψV (m) + (1− ψ)W ′(m)V (m). (3.36)
hvor vi har udeladt t i W ′(m, t) for at minde om, at W ′ er den partielt afledte
mht. m, og vi søger den beslutningsfunktion, ψ, der maksimerer Ω.
Da Ω er lineær i ψ, findes løsningen til Bellmans p˚a randen af ψ’s domæne –
alts˚a med ψ = 1 eller ψ = 0. Værdierne af ψ, der maksimerer Ω, er afhængige
af W ′(m) p˚a følgende m˚ade:
• W ′(m) < 1: Ω er maksimal hvis ψ = 1.
• W ′(m) = 1: her udg˚ar ψ fra ligningen, hvormed den kan vælges frit.
• W ′(m) > 1: Ω er maksimal hvis ψ = 0.
Da ψ udg˚ar n˚ar W ′(m) = 1, kan den antage en vilk˚arlig værdi inden for sin
billedmængde – f.eks. 0 eller 1. Heraf ses, at løsningen udgør en stykkevis sam-
mensat funktion, der best˚ar af to dele; en for {m | W ′(m) ≤ 1} og en for
{m |W ′(m) ≥ 1}.
3.3.10 Livsstrategi
Betragter man Ω, ses det, at n˚ar W ′ > 1, vil fokusindividet bruge al over-
skudsenergi til vækst, og n˚ar W ′ < 1, vil individet vælge at bruge al energi p˚a
reproduktion. N˚ar først reproduktionen er sat i gang, vil den fortsætte til tf ,
dvs. resten af sit liv, og massen vil forblive konstant. Dermed kan vi konkludere,
at individet bruger en bang-bang-strategi, hvor ψ reelt kun skifter fra 0 til 1 en
enkelt gang. Lad den masse, hvor dette skift sker, betegnes m∗ (kaldet optimal
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gydemasse eller optimal kønsmodningsstørrelse) – den findes, n˚ar W ′(m) = 1.
S˚a vil det gælde at:
m < m∗ : W ′(m) > 1 (3.37)
m = m∗ : W ′(m) = 1 (3.38)
m > m∗ : W ′(m) < 1 (3.39)
Heraf kan det konkluderes, at grafen for W bliver konkav.
3.3.11 Løsningerne til W
Nu har vi fundet den optimale strategi for fokusindividet – en bang-bang-strategi
for vækst og reproduktion – og vi ønsker dernæst at finde det optimale tidspunkt
for at skifte mellem de to tilstande og dermed det optimale gydetidspunkt.
Derfor løses nu formel 3.36:
For W ′(m) ≤ 1 (ψ = 1) reduceres differentialligningen s˚aledes til
−W (m)µ˜(m˜) + e˜(m˜) = 0
e˜(m˜) = W (m)µ˜(m˜)
W (m) = V (m) (3.40)
Heraf ses, at V (m) netop er udtrykket for fitness, n˚ar W ′(m) ≤ 1.
Samtidig f˚ar vi et enkelt udtryk for W ′(m∗):
V ′(m∗) = 1, (3.41)
da det gælder, at W (m) = V (m) for m ≥ m∗, og da V (m) er kontinuert og
differentiabel for alle m > 0.
For W ′(m) ≥ 1 (ψ = 0) reduceres differentialligningen til
W ′(m)e(m)−W (m)µ(m) = 0
W ′(m) = W (m)
µ(m)
e(m)
W ′(m) =
W (m)
V (m)
. (3.42)
Ligning 3.42 er en 1.-ordens homogen lineær differentialligning, der har løsningen
W (m) = V (m∗) exp
(∫ m∗
min(m,m∗)
− 1
V (ξ)
dξ
)
(3.43)
3.3.12 Konklusion p˚a optimeringsproblemet
Hermed har vi opn˚aet hovedresultaterne for modellen. Vi har s˚aledes fundet:
• Den optimale strategi som en bang-bang-strategi, hvor det kan betale sig
at vokse til en bestemt størrelse, den optimale gydestørrelse, hvorefter det
bedst kan betale sig helt at dedikere sit energioverskud til reproduktion,
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• et analytisk udtryk for W (m),
• at den optimale gydestørrelse findes, hvorW ′(m) = V ′(m) = 1 og dermed,
• at den optimale gydestørrelse kan findes ved at løse V ′(m˜∗) = 1
m˜∗ er den optimale gydemasse i det dimensionsløse tilfælde. V (m˜) er defineret
ved udtrykket formel 3.34:
V (m˜) = φ
(
m˜− m˜r−q+k−1) (3.44)
hvor φ er defineret i formel 3.18 som
φ = αβq+3−2 k (3.45)
Derved fremkommer m˜∗ som funktion af parametrene:
m˜∗ =
(
αβq+3−2k − 1
αβq+3−2k(k − q + r − 1)
)( 1k−q+r−2 )
(3.46)
P˚a side 33 indførtes tid som variabel. Det skal dog bemærkes, at dette ikke er i
strid med antagelse 4 (alder er eneste beskrivende variabel), da der i individets
vækstfase er en bijektiv sammenhæng mellem tid og masse.
I tabel 3.1 ses en oversigt over de nævnte parametre og funktioner.
3.4 Eksempel med parameterværdier
I dette afsnit præsenteres resultater fra modellen via en gennemregning af et
eksempel. I gennemregningen benyttes de dimensionsløse udtryk indført i af-
snit 3.3.8. Modellens hovedresultater er, som nævnt p˚a side 26, et udtryk til
beregning af den optimale kønsmodningsstørrelse (m∗) og et analytisk udtryk
for fitness (W ).
For at kunne foretage en analytisk beregning er det nødvendigt at fastsætte vær-
dier for parametrene α, β, q og r. Der benyttes her de parameterværdier, som
Thygesen m.fl. har fastsat i (Thygesen et al., submitted). De valgte parametre
er:
Parameter Værdi
α 0.3
β 0.01
q 1
r 0.7
Eksponenten k, der jo bestemmer hældningen i størrelsesspektret, kan varieres i
modellen. Ifølge bemærkning 5 p˚a side 30 kan k dog kun antage værdier mellem
q + 1 og q + 2. Med de ovenfor fastsatte parameterværdier betyder dette, at
værdier for k kan variere mellem 2 og 3. Da beregningen gennemføres dimen-
sionsløst, skal følgende endvidere gælde: k > q + 2 − r (bemærkning 7 p˚a side
32), hvilket med de fastsatte parametre er tilfældet, hvis k > 2.3.
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Størrelser og Beskrivelse Enheder Gyldigheds-
funktioner omr˚ade
p(m) Tætheden af individer i M−1L−3 p(m) > 0
størrelsesspektret
κ Koefficient i p(m) Mk−1L−3 κ > 0
k Eksponenten i p(m) - q + 1 < k < q + 2
v(m) Individets afsøgningsvolumen L3T−1 v(m) > 0
γ Koefficient i v(m) L3M−qT−1 γ > 0
q Eksponenten i v(m) - 0 < q ≤ 1
M(m) Individets energiforbrug MT−1 M(m) > 0
til metabolisme
δ Koefficient i M(m) M1−rT−1 δ > 0
r Eksponenten i M(m) - 0 < r ≤ 1
β Forhold mellem byttedyrsmasse - 0 < β < 1
og prædatormasse
∆ Bredden af det vindue en - 0 < ∆ << 1
prædator æder inden for
E(m) Brutto-energioptaget for et MT−1 E(m) > 0
individ med massen m
α Assimileringseffektiviteten - 0 < α < 1
e(m) Netto-energioptaget for et MT−1 e(m) > 0
individ med massen m
µ(m) Dødelighed for et T−1 µ(m) > 0
individ med massen m
m+ Stagnationsmassen M m+ > 0
t+ Den karakteristiske tid T t+ > 0
φ Dimensionsløst energioptag/ - φ > 1
dødskoefficient
V (m) Energi et individ kan allokere til M V (m) > 0
reproduktion efter kønsmodning
W (m) Energi allokeret til reproduktion M W (m) > 0
gennem et helt livsforløb
m˜∗ Dimensionsløs optimal - m˜∗ > 0
kønsmodningsstørrelse
m˜0 Dimensionsløs optimal - 0 < m˜0 < m˜∗ ≤ 1
afkomsstørrelse
Tabel 3.1: Tabel over modellens størrelser og funktioner.
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Figur 3.2: Brutto-energioptaget (E˜) og metabolisme (M˜) som funktion af m˜.
3.4.1 Grafer for E˜, M˜ , e˜, µ˜ og V
Her præsenteres graferne for funktioner vedrørende fokusindividets energifor-
brug, dødelighed og fitness som funktion af den dimensionsløse masse m˜ for
en fast værdi af k. Vi sætter k = 2.8. For disse grafer samt alle følgende,
hvor m˜er afsat som variabel, gælder, at vi ikke har angivet en værdi for m0
(afkomsstørrelsen). Det er underforst˚aet, at denne findes, og at m˜ ikke kan blive
0.
Brutto-energioptagsfrekvensen (E˜) er større end metabolismen (M˜) for værdier
af m˜ < 1 (figur 3.2), mens M˜ > E˜ for for m˜ > 1. Dette skyldes, at eksponen-
ten for E˜ (q − k + 2 = 0.2) er mindre end eksponenten for M˜ (r = 0.7) (se
endvidere bemærkning 7 p˚a side 32). De to funktioner skærer hinanden i m+
– dvs. M˜(m+) = E˜(m+). Dette følger da ogs˚a af definitionen af m+ (formel
3.12 p˚a side 31). Figur 3.2 viser s˚aledes tydeligt, at et individ ikke kan blive
større end m+, da de energimæssige udgifter til metabolismen i dette tilfælde
vil overskride brutto-energioptaget.
Netto-energioptagsfrekvensen (e˜) er positiv, s˚a længe m˜ < 1, hvilket følger af,
at e˜ = E˜ − M˜ (figur 3.3). Det ses af grafen, at netto-energioptaget er størst for
m˜ ≈ 0.1.
Dødeligheden (µ˜) er en monotont faldende funktion, som falder kraftigt indtil
m˜ ≈ 0.1 (figur 3.4). Funktionen er monotont faldende i kraft af, at eksponenten
(formel 3.20) er negativ (q − k + 1 = −0.8). Dette er helt i overensstemmelse
med den biologiske teori, eftersom jo større et individ er, jo færre potentielle
prædatorer har individet – og derfor ogs˚a mindre dødelighed.
Den reproduktive værdi (V (m˜)) er beskrevet med forholdet mellem e˜ og µ˜ (fi-
gur 3.5). Denne funktion er konkav og positiv indtil m+ og har maksimum for
m˜ ≈ 0.45. Ved hjælp af denne funktion kan den optimale gydemasse beregnes
som V ′(m∗) = 1 (se formel 3.41). Dette giver følgende resultat (for k = 2.8):
m∗ = 0.44
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Figur 3.3: Netto-energioptaget (e˜) som funktion af m˜.
Figur 3.4: Dødeligheden (µ˜) som funktion af m˜.
3.4.2 Fitnessfunktionens sammenhæng med den reproduk-
tive værdi
Vi finder i optimeringsafsnittet, at W (m) (fitness) og V (m) (reproduktiv vær-
di) f˚ar samme værdi, n˚ar deres afledte begge er 1. Herefter bliver de sammen-
faldende. Vi har afbildet de to funktioner for k = 2.5 (figur 3.6). For disse
værdier opn˚ar vi de forventede grafer for funktionerne, og de mødes i det punkt,
hvor deres hældninger er 1. Dette sker for m˜ = 0.34, som alts˚a er den optimale
gydemasse for dette spektrum.
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Figur 3.5: Reproduktiv værdi V som funktion af m˜.
3.4.3 m∗ som funktion af k
Den optimale gydemasse (m∗) kan bestemmes ud fra sammenhængen V ′(m˜∗) =
1 under forudsætning af, at grafen for V (m˜) er konkav (se afsnit 3.3.10 p˚a
side 36). Den optimale kønsmodningsstørrelse som funktion af k er monotont
stigende for værdier af k mellem 2.3 og 3 (se figur 3.7). m∗ er meget følsom for
værdier af k mellem 2.35 og 2.5, men kun svagt for værdier større end 2.6.
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Figur 3.6: Fitness, W , og den forventede reproduktive værdi, V , som funktion
af m˜.
Figur 3.7: Den optimale gydemodningsstørrelse (m∗) som funktion af k.
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Kapitel 4
Validering
I dette kapitel behandles modellens gyldighed. Der indledes med en gennem-
gang af de antagelser, som vi mener modellen bygger p˚a, og herefter vurderes
modellens matematiske konstruktions betydning for gyldigheden. I disse to ind-
ledende afsnit behandles selve modellen udviklet af Thygesen et al. Vi bevæger
os herefter væk fra selve modellen og g˚ar over til at validere de parameter-
værdier, der benyttes i (Thygesen et al., submitted) – og som ogs˚a benyttes
i eksemplet gennemg˚aet i afsnit 3.4 p˚a side 38. Disse værdier skal derfor blot
opfattes som en del af et eksempel – og alts˚a ikke en del af den egentlige model.
I forlængelse heraf bringes en følsomhedsanalyse, som tager udgangspunkt i de
parameterværdier, der benyttes i eksemplet. I følsomhedsanalysen analyseres
bl.a. de valgte parameterværdiers indflydelse p˚a modellens gyldighedsomr˚ade.
4.1 Validering af antagelser
For at kunne opbygge og benytte modellen er der foretaget en række antagelser,
der dels simplificerer genstandsomr˚adet, dels danner grundlaget for matemati-
seringen. Her gennemg˚as, hvorvidt disse antagelser virker rimelige set ud fra et
primært biologisk, men ogs˚a matematisk synspunkt, og desuden hvilke begræns-
ninger disse antagelser fører med sig. N˚ar en antagelse bearbejdes, undersøges
b˚ade hvor tro den er imod den biologiske virkelighed, samt hvor stor indflydelse
den formodes at have p˚a modellens resultater.
(Thygesen et al., submitted) skriver, at modellen og dens resultater ogs˚a kan
anvendes p˚a andre samfund end marine (fiske-)samfund, men i den følgende
gennemgang diskuteres modellen og dens antagelser ud fra den antagelse, at det
er et marint samfund, vi betragter. Nærmere bestemt et samfund af rovfisk, der
som energigrundlag har pelagiske organismer.
4.1.1 Biologiske standardantagelser
Modellen indeholder en række antagelser af biologisk karakter, der alle mere
eller mindre kan betegnes som standardantagelser og er at betragte som en
slags forudsætninger for – men alts˚a ikke en del af – modellen. Antagelserne er
derfor ogs˚a mindre interessante i et valideringsøjemed. Standardantagelserne er:
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• Selektionspres fører til optimal strategi (antagelse 1 p˚a side 26). Dette er
en helt grundlæggende biologisk antagelse (Ridley, 1996, s. 61-67).
• Energiudnyttelse er proportionalt med indtag (antagelse 15 p˚a side 27).
Dette er en biologisk fastsl˚aet egenskab (Begon et al., 1990, Fig. 18.22).
• Masse og energi er ækvivalent (antagelse 7 p˚a side 27). Det er sandsynligt,
at masse/energi-forholdet varierer mellem arter, men dette er af mindre
betydning, da der i størrelsesspektret ikke skelnes mellem arter. En mulig
fejlkilde ved denne antagelse er, hvis forholdet mellem fede og magre fisk
ikke er ligeligt med hensyn til størrelse, men midles der over alle popula-
tioner, virker antagelsen dog rimelig.
• At et individ fordeler energioverskud mellem reproduktion og vækst (an-
tagelse 9 p˚a side 27) er biologisk fastsl˚aet (Jobling, 1992, side 258).
Antagelserne ovenfor er som nævnt meget basale og har ikke givet anledning til
særlige bemærkninger.
4.1.2 Modelspecifikke antagelser
I opbygningen af modellen foretages en række grundlæggende antagelser om
fokusindividerne i systemet og de faktorer, der p˚avirker dem.
Log-lineært massespektrum
Der eksisterer en log-lineær sammenhæng mellem antallet af individer og indi-
vidernes størrelse (antagelse 10 p˚a side 27). At denne sammenhæng er tæt p˚a
log-lineær, er generelt accepteret – i hvert fald s˚a længe det gælder marine sam-
fund (Bianchi et al., 2000), (Silvert and Platt, 1978). Dermed kan man beskrive
massespektret med en potensfunktion.
Ligevægt
De populationer, som størrelsesspektret best˚ar af, er i ligevægt (antagelse 6
p˚a side 26). Heraf følger umiddelbart, at selve størrelsesspektret ligeledes er i
ligevægt. Denne antagelse er strengt taget ikke i overensstemmelse med virke-
ligheden, da ethvert økosamfund ændrer sig. En ændring i økosamfundet kan
medføre en ændring i størrelsesspektret. Den tid, et størrelsesspektrum i givet
fald vil ændre sig over, vurderes dog at være s˚a lang, at ændringen vil være neg-
ligerbar i relation til en fisks livslængde. Antagelsen vurderes at være rimelig.
Homogen fordeling
Organismerne i et marint samfund vil i kraft af bl.a. stimedannelse være klumpet
fordelt. Derfor er antagelse 3 p˚a side 26 biologisk uholdbar.
Aldrig energiunderskud
Ifølge antagelse 8 p˚a side 27 har fokusindividet aldrig et energiunderskud. Denne
antagelse er rimelig, da der ikke er variationer i fødetilgængeligheden. Det
skyldes, at størrelsesspektret er konstant, og at der antages en homogen fordel-
ing af fødeemner.
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Afsøgningsvolumen
Ifølge antagelsen kan en prædators afsøgningsvolumen som funktion af massen
beskrives med en potensfunktion (antagelse 12 p˚a side 27). Hvis man ikke analy-
serer de bagvedliggende fænomener, kan man godt forsvare, at afsøgningsvolumen
er afhængig af massen – det ma˚ forventes, at jo større en fisk er, desto større
volumen vand gennemsøger den i forbindelse med prædation. Dog er det svært
at f˚a indblik i, hvad koefficient og eksponent skal sættes til uden at foretage en
dybere analyse af de bagvedliggende parametre. Dermed er antagelsen rimelig,
omend det er svært at estimere de nødvendige parametre.
Prædator-bytte-masseforhold
Antagelse 13 p˚a side 27 best˚ar af to dele. Den første del siger, at byttedyrene
ligger inden for et meget snævert vindue p˚a masseskalaen, men da de fleste
fisk æder byttedyr med en relativt stor størrelsesvariation (Scharf, Juanes and
Rountree, 2000), betragtes dette som en grov forsimpling. Den anden del siger,
at individer præderer p˚a byttedyr, der er en fast faktor mindre end individet
selv. Dette vurderes som værende en rimelig antagelse, da det er gældende for
størstedelen af organismerne i størrelsesspektret.
Metabolisme
Ifølge antagelse 16 p˚a side 27 kan et individs vedligeholdelsesenergi beskrives
med en potensfunktion. Da det er en biologisk standardantagelse, at metabo-
lismeraten kan beskrives med en potensfunktion (Eckert, Randall and Augus-
tine, 1988, s. 563-565), vurderes antagelsen at være rimelig.
Alder som eneste beskrivende variabel
Ved at indføre antagelse 4 p˚a side 26, gøres tilstandsvektoren e´n-dimensional.
Dette er en klar forsimpling, da der i virkeligheden er langt flere forhold, der
karakteriserer en fisks tilstand.
4.1.3 Implicitte antagelser
Den m˚ade, hvorp˚a modellen er bygget op, har en række konsekvenser for de
individer, modellen beskriver. Disse konsekvenser resulterer i to implicitte an-
tagelser, som vi behandler i dette afsnit.
Døds˚arsager
Ifølge antagelse 5 p˚a side 26 dør individerne i modellen kun som følge af præ-
dering. Antagelsens rimelighed afhænger i høj grad af, hvilke marine samfund
modellen forventes at skulle modellere. Et marint samfund, hvori der fiskes, vil
en ikke ubetydelig andel af de større individer dø som følge af fiskeri – og an-
tagelsen vil da ikke være rimelig. Hvis det marine samfund der modelleres er
jomfrueligt, vurderes antagelsen derimod at være rimelig.
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En prædator æder alt den møder
En prædator æder alle de byttedyr i det rette størrelsesinterval, den møder
(antagelse 14 p˚a side 27). Dette er utvivlsomt en forsimpling, idet der altid vil
være en sandsynlighed for, at prædatoren ikke æder byttet. Der kan være tale
om, at prædatoren ikke er fødesøgende og derfor ikke æder byttet, eller at jagten
vil kræve for meget energi i forhold til udbyttet. Endelig kan det ogs˚a tænkes,
at byttet undslipper. Betydningen af antagelsen er tvivlsom.
4.1.4 Sammenfatning
Samlet set er der tre antagelser, der st˚ar tilbage som potentielle problematiske
forsimplinger. Vi vil i det følgende diskutere, i hvilket omfang disse forsimplinger
har konsekvenser for modellen. De tre antagelser er: antagelse 3 p˚a side 26, an-
tagelse 4 p˚a side 26 og antagelse 13 p˚a side 27.
Som nævnt er en konsekvens af antagelse 4 p˚a side 26, at alle fisk p˚a samme
alder er ens. Konsekvensen for modellen er, at den ikke beskriver et “rigtigt”
individ, men et gennemsnitsindivid. Dette medfører dels, at fokusindividet dør
gradvist, og dels at den fundne værdi for m∗ er en gennemsnitsværdi, hvilket
næppe kan hævdes at være en svaghed.
Antagelsen om, at der eksisterer homogen spatial fordeling i hele systemet,
skaber helt klare præferenceomr˚ader, hvilket giver en klumpet fordeling, idet
visse arters stimedannelse p˚avirker deres prædatorer til at koncentrere sig om
disse stimer. Det problematiske i denne sammenhæng er, at frekvensen af møde
mellem bytte og prædator kan ændres. Denne forskel i frekvensen formodes at
kunne midles ud over et kort tidsinterval – det set i forhold til et fokusindivids
levetid.
Det biologisk set problematiske ved antagelse 13 p˚a side 27 er, at den ind-
skrænker modellens anvendelsesomr˚ade i en s˚adan grad, at den ikke længere
afspejler individer, der kan findes i naturen. Matematisk set er bekymringen,
hvor vidt antagelsen fører til, at fokusindividet bliver for selektivt – og dermed
ikke f˚ar energi nok. Det er umiddelbart ikke klart, i hvor høj grad dette har
betydning for resultatet af modellen.
4.2 Validering af de matematiske udtryk
I dette afsnit vurderes modellens matematiske konstruktion med særligt henblik
p˚a konsistens og anvendelighed. Da modellen i vid udstrækning benytter pro-
dukter af potensfunktioner – samt forhold og differenser imellem samme – er de
fleste udtryk enkle og uden specielle problemer. Af denne grund behandler vi
kun udvalgte udtryk, som har været underlagt en nærmere analyse.
4.2.1 Approksimationer
I modellen anvendes størrelsen ∆ som en størrelse p˚a et vindue p˚a masseskalaen,
der er meget lille i forhold til de størrelser, der ellers indg˚ar. Anvendelsen af ∆
stammer fra nogle approksimationer (formel 3.5 p˚a side 29, formel 3.8 p˚a side
30 og formel 3.10 p˚a side 30), men har ogs˚a den konsekvens, at man er nødt til
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at antage, at prædatorernes tolerance, hvad ang˚ar byttedyrenes masse, er meget
lille (antagelse 13 p˚a side 27).
Denne fremgangsm˚ade fører til nogle matematiske udtryk, som ikke er i god
overensstemmelse med de modellerede fænomener i genstandsomr˚adet, da kon-
sekvensen er, at prædatorer kun æder byttedyr, hvis masse ligger i et ekstremt
lille interval (se afsnit 4.1.2). Et eksempel er formel 3.5 p˚a side 29, som an-
giver frekvensen for, hvor mange byttedyr en prædator med massen m møder.
Udtrykket er givet ved
Re(m) ' γκ∆β1−km1+q−k,
men da det antages, at ∆  1, betyder det, at dette udtryk bliver tilsvarende
lille, uden at det kan forklares med et eksisterende biologisk fænomen.
4.2.2 Optimeringsmetoden
Dynamisk programmering, der især er benyttet til at løse økonomiske optime-
ringsproblemer (Bellman and Kabala, 1965), (Koo, 1977), har ogs˚a efterh˚anden
etableret sig som en veletableret metode til bestemmelse af optimale livshisto-
rier i biologiske systemer (Houston and McNamara, 1999). Vi vil derfor ikke
begrunde metodens berettigelse eller validitet som s˚adan, men behandle et par
aspekter, der er væsentlige for denne model.
Princippet i udledningen af Bellmans ligning for den optimale beslutning er, at
man kan se p˚a ændringer ved beslutninger over sm˚a tidsrum, da vi betragter
funktioner, der er kontinuerte i deres definitionsmængde. Det drejer sig om e(m),
ψ(t) og W (m, t).
I afsnit 2.3.4 p˚a side 21 har vi nævnt, at funktionen for den maksimale profit,
J¯(x, t), forudsættes to gange differentiabel med kontinuerte afledte. I vor model
udgør fitnessfunktionen, W (m, t), denne profitfunktion. Kravet om differentia-
bilitet kommer af udledningen af Bellmans ligning. Undervejs i formel 3.26 p˚a
side 34 foretager vi et lille skridt frem i tid, hvorefter vi taylorudvikler og i
et senere trin laver grænseovergang, hvorved de partielt afledte fremkommer. I
taylorudviklingen medtages kun 1. ordensled, hvorfor der her kun kræves, at W
skal være en gang differentiabel med kontinuerte afledte. Det ses af løsningerne
til W i afsnit 3.3.11 p˚a side 37, at dette krav er opfyldt.
Ved at foretage taylorudvikling og partiel differentiation afW opn˚ar vi at g˚a fra
kurven til hældningen p˚a kurven. Umiddelbart virker det som “et skridt frem og
et skridt tilbage” at foretage et lille skridt frem til (m + ∆m, t + ∆t) for straks
efter at g˚a tilbage til (m, t). Imidlertid opn˚ar vi at kunne vurdere gradienten
for W i punktet (m,t), og dermed har vi et m˚al for udviklingen af fitness i det
næste lille tidsrum.
Optimeringsmetoden viser sig alts˚a at være velegnet til at bestemme udviklin-
gen af fitness og giver et udtryk, Bellmans ligning, der vurderer fordele og risici
ved beslutningerne.
4.2.3 Krav til k
Da vi udledte modellens matematiske udtryk i afsnit 3.3 p˚a side 28, gjorde vi
en række bemærkninger vedrørende eksponenterne. Af særlig interesse er det at
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Figur 4.1: Afbildning af E˜(m˜) for k 6< q + 2 (k = 3.05, r = 0.7, q = 1, α = 0.3,
β = 0.1, φ = 37.8).
se p˚a hvilke krav, der stilles til k, da det er et af modellens forma˚l at se p˚a,
hvad der sker med m∗, n˚ar hældningen p˚a størrelsesspekretet – og dermed k –
ændres. Vi vil i det følgende samle op p˚a de krav, der er til k, samt uddybe hvad
det betyder for modellens gyldighedsomr˚ade.
Krav om q + 1 < k < q + 2
Brutto-energioptagsfrekvensen m˚a maksimalt vokse lineært (se bemærkning 5
p˚a side 30). Dette medfører, at q + 1 < k < q + 2, hvilket gælder for b˚ade
E(m) og E˜(m˜). At k skal være mindre end q+2, bunder i, at vi forventer, at et
større individ har større energioptag. Dette er et udtryk for, at fokusindividets
afsøgningsvolumen stiger hurtigere, end byttedyrenes massetæthed falder, n˚ar
massen stiger (se figur 4.1 p˚a side 50).
Hvis k 6> q + 1, opst˚ar der et problem, da frekvensen af byttedyr (se formel
3.5 p˚a side 29) ikke falder med stigende masse (se bemærkning 3.6 p˚a side 29).
Dette skal være tilfældet, eftersom hældningen i størrelsesspektret er negativ
(se bemærkning 1 p˚a side 28).
Singularitet i k = q − r + 2
Opbygningen af funktionerne i modellen giver anledning til en singularitet ved
k = q − r + 2 (jf. bemærkning 6 p˚a side 31). Problemet opst˚ar i udtrykket for
den kritiske masse, m+, der er givet ved
m+ =
(
α∆γκβ2−k
δ
) 1
r+k−q−2
.
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Figur 4.2: Afbildning af e˜(m˜) for k < q − r + 2 (k = 1.05, r = 0.7, q = 1,
α = 0.3, β = 0.1, φ = 0.0378).
Da udtrykket ikke er defineret, n˚ar r + k − q − 2 = 0. Eftersom m+ indg˚ar i
blandt andet nettoenergioptaget, e(m˜), og den forventede reproduktion, V (m˜),
er disse heller ikke veldefinerede for r + k − q − 2 = 0.
Krav om k > q − r + 2
Hvis k + r − q − 1 < 1 ⇒ k < q − r + 2, er e˜(m˜) negativ for m˜ < 1, hvilket
betyder, at den mindste levedygtige størrelse er m˜ = 1. Da biologien kræver,
at fokusindividet starter sit liv med at vokse ma˚, W ′(m˜) > 1 for m > m∗ – og
W ′(m˜) < 1 for m < m∗ (jf. formel 3.37 p˚a side 37). Dette har den konsekvens,
at fokusindividet aldrig vil allokere overskudsenergi til reproduktion – hvilket
næppe kan p˚ast˚as at sikre artens overlevelse.
Opsamling
Samlet set er modellen gyldig for variationer i k, hvis q + 1 < q + 2 − r < k <
q + 2, idet 0 < r < 1. Det betyder, at modellens gyldighedsomr˚ade inden for
størrelsesspektret er meget afhængig af fokusindividets metabolisme (som r er
et udtryk for) – desto mere udgiften til metabolisme vokser med massen, desto
større variation i størrelsesspektret kan modellen h˚andtere.
4.3 Validering af parametrenes værdier
Et af de mest centrale udtryk i modellen er formel 3.34 p˚a side 36, som er et
udtryk for den forventede fremtidige reproduktion.
V (m˜) = φ(m˜− m˜k−q+r−1).
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Det er ud fra denne sammenhæng, at de vigtigste resultater vedrørende livshi-
storie kan bestemmes; nemlig den optimale relative kønsmodningsstørrelse, m˜∗.
Som det ses, indg˚ar der i ovenst˚aende udtryk parametrene k, q, r og φ. Den
sidste af disse er indført for overskuelighedens skyld og er defineret som formel
3.18 p˚a side 32:
φ := αβq+3−2k
I φ indg˚ar s˚aledes yderligere to parametre, nemlig α og β.
Sammenlagt har vi s˚aledes, at modellen baserer sig p˚a 5 forskellige parametre:
α, β, k, q og r
De grupperer sig efter deres rolle i modellen og den frihedsgrad, modelbyggeren
har til at variere dem:
• α og r er fysiologiske parametre, der kan fastsættes med stor sikkerhed.
• q er en parameter, der styrer afsøgningsvolumen, og som dels kan variere
fra art til art, dels er svær at fastsl˚a.
• β angiver forholdet mellem prædator og bytte, og den afhænger af arten
og skal fastsættes efter den type samfund, man arbejder med.
• k angiver hældningen p˚a størrelsesspektret og er den parameter, der skal
knytte et individ i et givet samfund sammen med dets livshistorie. Det er
interessant at undersøge modellen ved variation af k.
I det efterfølgende gennemg˚as de parameterværdier, der benyttes i afsnit 3.4 p˚a
side 38 – og som alts˚a er de værdier, der benyttes i (Thygesen et al., submit-
ted). Der gennemg˚as dels baggrunden for fastsættelsen af parametrene, dels om
denne fastsættelse virker rimelig. Det er værd at bemærke, at der i modellen
optræder flere parametre end de ovennævnte, men at disse g˚ar ud i forbindelse
med non-dimensionaliseringen. Der er her tale om γ, δ, κ og ∆. Det er derfor
ikke nødvendigt at tildele disse parametre en værdi.
4.3.1 Assimileringseffektiviteten (α)
En af de parametre, som skal fastsættes i modellen, er alts˚a α. Denne er assi-
mileringseffektiviteten, ved hvilket der forst˚as den andel af den indtagne føde,
der optages over tarmvæggen. α indføres i formel 3.7 p˚a side 29, som beskriver
et individs brutto-energioptagelsesfrekvens.
I (Thygesen et al., submitted, tabel 1 og afsnit 2.3) sættes α til 0.3. Ifølge re-
ferencen (Begon et al., 1990, side 675-677) bør denne værdi snarere sættes til
ca. 0.8 for prædatorer. I en fiskefysiologibog (Jobling, 1992, side 261) angives
værdier for α p˚a mellem 0.75 − 0.85, hvilket alts˚a stemmer godt overens med
(Begon et al., 1990, side 675-677). Vi vil tage dette forhold i betragtning under
den nærmere validering af modellen.
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4.3.2 Masse-forholdet mellem byttedyr og prædator (β)
β er masse-forholdet mellem byttedyr og prædator. β introduceres i forbindelse
med formel 3.5 p˚a side 29, som beskriver byttedyrsfrekvensen Re(m), hvilket
er et udtryk for det antal byttedyr, en prædator møder. I udtrykket for Re(m)
indg˚ar endvidere ∆, som er det størrelsesinterval, en prædator æder inden for.
Da ∆ antages som meget lille, æder en prædator alts˚a kun individer, der er β
(eller meget tæt derp˚a) mindre end individet selv (se antagelse 13 p˚a side 27).
I (Thygesen et al., submitted, tabel 1 og afsnit 2.3) sættes β til 0.01.
En af de referencer, der benyttes til at fastsætte β, er (Scharf et al., 2000). Denne
artikel præsenterer et omfattende studie af længde-forholdet mellem byttedyr
og prædator for marine fisk, hvor prædatorens størrelse ligger mellem 6 og 150
cm. Artiklen finder, at længde-forholdet typisk ligger mellem 0.01− 0.4, hvilket
svarer til et masse-forhold mellem 10−6 − 0.5 (omregning foretaget ved hjælp
af M = 0.01L3, hvor M er massen i gram og L er længden i cm (Bianchi
et al., 2000)). I (Emmerson and Raffaelli, 2004) angives masse-forholdet mellem
byttedyr og prædator for fire marine prædatorer, hvoraf de tre typisk er mindre
end 6 cm. Her ligger masse-forholdet i intervallet 0.0001 − 0.1. Da disse to
referencer dækker en stor del af størrelsesspektret, virker en værdi af β p˚a 0.01
rimelig som udgangsvalg; men som nævnt ovenfor medfører den store variation
i β, at man i konkrete anvendelser bør vælge værdi efter de samfund, man
betragter.
Det er oplagt at modificere modellen, s˚a den kan h˚andtere ændringer i størrelsen
af ∆.
4.3.3 Eksponent vedrørende afsøgningsvolumen (q)
q er eksponent i udtrykket for et individs afsøgningsvolumen (formel 3.2 p˚a
side 29). I opstillingen af modellen er q defineret til at skulle være større end
0, men fastsat til værdien 1 uden henvisninger til nogen form for empiri eller
litteratur. Det vil sige, at der er antaget en ligefrem proportionalitet mellem en
fisks masse og dens afsøgningsvolumen. Ud fra en fysiologisk betragtning har vi
valgt at se p˚a nogle værdier for 0 < q < 1, da disse er mere virkelighedsnære
til beskrivelse af en fisks mobilitet og udvikling i svømmeevne. Vælges q til en
værdi omkring 0.5, bliver den matematiske beskrivelse af afsøgningsvolumen
en tilnærmet kvadratrodsfunktion, som stadig er strengt voksende, men hvor
hældningen er aftagende med fiskens alder/masse.
4.3.4 Eksponent vedrørende metabolismen (r)
r er eksponent i udtrykket for et individs metabolisme (formel 3.3.3 p˚a side 29).
Ved metabolisme forst˚as de energimæssige udgifter, der ikke g˚ar til vækst eller
reproduktion. r gives værdien 0.7 som standard i modellen (Thygesen et al.,
submitted, tabel 1 og afsnit 2.3).
Som reference anføres (Peters, 1983) (en generel dyrefysiologibog), hvor r er
angivet til 0.751. Dette er dermed lidt højere end den i artiklen angivne værdi
p˚a 0.7. Et opslag i en fiskefysiologibog viser, at der for en række forskellige arter
er fundet værdier for r p˚a mellem 0.72− 0.88 og endvidere værdier tæt p˚a 0.85
afhængigt af ma˚lemetode (Jobling, 1992, side 265). Det virker derfor som om,
at Thygesen et al. har sat værdien for r lidt for lavt, og at den burde være
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sat i størrelsesordenen 0.80 − 0.85 – derved indsnævres det interval af k, som
modellen er veldefineret for. Som for α i afsnit 4.3.1 p˚a side 52 vil vi tage dette
forhold i betragtning under den nærmere validering af modellen.
4.3.5 Eksponent vedrørende massespektret (k)
Den sidste af de 5 parametre er k, der er eksponent i det udtryk, der bruges til
at beskrive massespektret (formel 3.1 p˚a side 28). Denne parameter adskiller sig
fra de andre parametre, idet et af modellens form˚al er at se p˚a sammenhængen
mellem variationer i den optimale gydemasse resulterende fra variationer i k.
Som tidligere nævnt afgør valget af q og r, hvilke værdier af k der er brugbare
(se afsnit 4.2.3 p˚a side 51. Med de værdier, der benyttes i (Thygesen et al., sub-
mitted) kan k variere inden for intervallet ]2.3; 3.0[.
En af de referencer, modellen kan støtte sig til med hensyn til det empiriske
omr˚ade for k, er (Bianchi et al., 2000). Her angives hældningen i et størrelsesspek-
trum for fisk baseret p˚a deres længde (dvs. antal fisk som funktion af disses
længde) beregnet ud fra forskellige feltundersøgelser til at ligge i intervallet
[−4;−7]. Ved hjælp af forholdet mellem længde og masse (M = 0.01L3) kan k
beregnes ud fra hældningen (b): k = −(1/3)b. En s˚adan omregning giver værdi-
er for k i intervallet [1.3; 2.3]. I en anden undersøgelse, (Shin and Cury, 2004),
baseret p˚a længdema˚linger angives k til den omregnede værdi 2.3. I dette lys er
det uheldigt, at k med standardværdierne fra eksemplet ikke kan opn˚a resultater
for samfund med en hældning mindre end 2.3, da disse er meget almindelige (se
(Bianchi et al., 2000) og (Shin and Cury, 2004)). Det er derfor en alvorlig be-
grænsning.
4.4 Følsomhedsanalyse af parameterværdier
Et af form˚alene med den foreliggende model er at finde den optimale gydemasse
i et økosystem ved at lade størrelsesspektret danne udgangspunktet. Spektret
er karakteristisk for det modellerede økosystem og angiver antallet af individer
som funktion af massen. Herved fastlægges en negativ hældning, k. Hældningen
i spektret angiver den mængde energi, der tabes fra en størrelsesklasse til en
anden. Modellen kan til et givet spektrum bestemme den optimale gydemasse.
Endvidere er en oplagt anvendelse af modellen at følge eller forudsige ændringer
i fiskenes adfærd med hensyn til gydning som følge af en ændring i spektret.
Modellen skal derfor kunne anvendes ved mange forskellige spektre, hvilket vil
sige mange forskellige k-værdier. Vi vil derfor se p˚a, hvordan m˜∗ p˚avirkes af
forskellige k-værdier. Desuden vil vi se p˚a, hvordan beregningerne p˚avirkes af
ændringer ved α, β, q og r.
Følsomhedsanalysen tager udgangspunkt i de parametreværdier, der benyttes i
(Thygesen et al., submitted), og som alts˚a ogs˚a er de værdier, der er valideret i
forrige afsnit. V (m) er defineret ved udtrykket i formel 3.34 p˚a side 36:
V (m˜) = φ
(
m˜− m˜r−q+k−1)
hvor φ er defineret som
φ = αβq+3−2 k,
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og den optimale gydemasse findes ved at løse V ′(m˜) = 1 for m˜ jf. afsnit 3.3.12
p˚a side 37. Dette giver følgende udtryk for m˜∗:
m˜∗ =
(
αβq+3−2k − 1
αβq+3−2k(k − q + r − 1)
)( 1q−k+r−2 )
4.4.1 Beregning af gydemassen ved forskellige parameter-
valg
For at validere modellens resultat, ma˚ man sammenligne med empiri, da det
er en empirisk model. I denne model er et af hovedresultaterne som tidligere
nævnt den optimale gydemasse. I dette afsnit vil vi beregne to eksempler p˚a
gydemasse for en “sildehaj” og en “torsk”, som vil blive sammenlignet med ob-
serverede gydemasser.
Da m˜∗ er givet ved m∗/m+, m˚a man gange m˜∗ for en “virkelig” art med en
faktor for at finde dennes maksimale størrelse. Denne værdi er imidlertid ikke
umiddelbart tilgængelig, men man kan i stedet anvende maksimalstørrelser som
angivet i zoologiske værker for at finde en omtrentlig værdi. Maksimalvægten
sættes for en “sildehaj” til 500 kg, og for en “torsk” til 50 kg. Begge de ansl˚aede
maksimalstørrelser er fundet ved at tage den største rapporterede værdi og lægge
ca. 20 procent til. Fisks maksimalstørrelser angives dog ikke altid i vægt, men
ofte kun i længde, hvilket er tilfældet for sildehajen. Derfor er dennes maksi-
malvægt fundet ved formelen 0.01L3 =W (Bianchi et al., 2000).
I tabel 4.1 p˚a side 56 er m˜∗ udregnet ved forskellige værdier for k med standard-
valg af de øvrige parameterværdier. Det ses, at m˜∗ er meget lille for k-værdier
p˚a 2.31 og 2.4.
Da k = 2.31 ligger tæt p˚a det singulære punkt (k = 2.3), er værdierne tæt
p˚a dette punkt meget følsom for ændringer i størrelsesspektret og størrelsen af
m˜∗ usikker. Det er angivet i (Thygesen et al., submitted), at k er observeret
til at ligge mellem 1 og 3.5 i naturen, s˚a det er en indskrænkning af modellens
omr˚ade, at den kun kan regne med værdier over ca. 2.4. Det ses ogs˚a, at for
de to valgte dyr, “sildehajen”, der ligger yderligt i spektret, og “torsken”, der
ligger mere centralt i spektret, er disse værdier ikke realistiske.
N˚ar k er 2.4 og derover, er m˜∗ mere realistisk. Den store havtorsks gydestørrelse
opgives af (Muus et al., 1998, s. 120) til at være 3-8 kg, mens hajens er angivet til
1.5 m, ca. 34 kg (Muus et al., 1998, s. 50). Analysen bestemmer alts˚a værdierne
lidt for højt, men de ligger inden for en rimelig afstand af det observerede, og
m˚aske kan lidt justering af parameterværdierne gøre bestemmelsen endnu mere
realistisk.
4.4.2 Modellens følsomhed for ændringer af parametrene
Da udtrykket for m˜∗ er vældig kompliceret, er det umiddelbart svært at f˚a et
overblik over, hvilke ændringer i udtrykkets parametre der betyder mest for
m˜∗’s størrelse. Det er dog indlysende, at m˜∗ varierer voldsomt i nærheden af
singulariteten, k = 2.3, hvilket fremg˚ar af figur 4.3 (for q = 1).
Valget af parametre er afgørende for, hvilken optimal gydestørrelse man finder.
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Spektrumshældning Relativ gydevægt Gydevægt Gydevægt
k m˜∗ “Sildehaj” “Torsk”
2.31 2.08 ∗ 10−10 1 ∗ 10−7 1 ∗ 10−8
2.32 2.50 ∗ 10−4 0.0124 0.00124
2.33 0.0011 0.565 0.0565
2.35 0.0219 10.9 1.09
2.4 0.161 81 8.1
2.6 0.399 199 19.9
2.8 0.443 221 22.1
2.99 0.467 234 23.4
Tabel 4.1: Beregning af relative og absolutte optimale gydemasser ved forskellige
k-værdier med (øvrige) parametre sat til standardværdierne.
Da m˜∗ afhænger p˚a forskellig m˚ade af parametrene, medfører det, at modellen
kan have forskellig følsomhed for ændringer af de forskellige parametre – idet de
alle optræder flere gange. Nedenfor vil det dels blive gennemg˚aet, hvordan m˜∗
er følsom over for ændringer af parameterværdierne, og dels diskuteret, hvilke
konsekvenser systemafgrænsningen og matematiseringen har for beregning af
optimal gydemasse. Yderligere ses der p˚a, hvad en anden parameterfastsættelse
f˚ar af betydning for den beregnede optimale gydemasse.
Figur 4.3 viser grafer for m˜∗ som funktion af k. Der er anvendt de angivne
parameterværdier, som er udgangspunktet for analysen, for r, β og α. De 3
grafer er for 3 værdier af q henholdsvis standardværdien 1 samt variationerne
0.8 og 0.5. Det ses, at graferne forskydes mod venstre, hvilket følger af, at sin-
gulariteten – og dermed definitionsomr˚adet for k – forskydes med ændring af
q (jf. bemærkning 6 p˚a side 31). Det ses, at der er en hyperbellignende form
over figuren, idet den bøjer kraftigt af ved k ≈ 2.4. Mindre værdier af q f˚ar
hele funktionens anvendelsesomr˚ade til at dække bedre over de mulige naturlige
k-værdier (jf. afsnit 4.3.5 p˚a side 54). Da q i modellen ikke er valgt ud fra no-
gen teoretisk analyse i (Thygesen et al., submitted), skal det derfor i det videre
undersøges, om optimeringen kan foretages for andre værdier af q.
Der m˚a biologisk set formodes at være et b˚and mellem q og r, idet q regule-
rer afsøgningsvolumen, mens r regulerer den fysiologiske værdi af vedligehold-
elsesomkostningerne. Det kan ventes, at de to værdier er forbundne, da et større
afsøgningsvolumen m˚a resultere i et større forbrug af energi i respirationen. Man
kan derfor hævde, at disse to værdier skal tilpasses efter hinanden. Der er dog
stadig grund til at undersøge, hvordan de to parametre hver især p˚avirker m∗
som funktion af k, da der er stor usikkerhed p˚a q.
Derimod er β en mere “fri” størrelse, da det er den fraktion af byttedyr og præda-
torer, dyret henholdsvis fortærer og fortæres af. Nogle fisk, f.eks rødspætter,
fortærer relativt sm˚at bytte, mens andre, s˚asom ørreder og torsk, fortærer bytte,
der er større (omkring 1/10 af egen masse) end det, der er regnet med her. β vil
derfor være en størrelse, der skal fastsættes i hvert enkelt tilfælde af modellens
anvendelse, alt efter hvilke dyr man specielt undersøger.
For at skaffe et mere systematisk overblik over følsomheden for optimeringen,
foretages en analyse af to hovedkomponenters betydning; nemlig φ og ekspo-
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Figur 4.3: Afbildning af m˜∗ som funktion af k ved 3 forskellige værdier af q:
1; 0, 8 og 0, 5. r-, β- og α-værdierne er valgt som i (Thygesen et al., submitted).
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nenten til brøken for m˜∗.
Følsomhed for phi
Parameteren φ indg˚ar som koefficient i udtrykket for den forventede reproduk-
tion V (m˜), der i det nondimensionaliserede tilfælde er givet ved formel 3.34 p˚a
side 36.
Der opst˚ar en voldsom variation i φ, som især skyldes, at β kan antage værdier
mellem 0.001 og 0.1. φ´s afhængighed af k er givet ved formel 3.18 p˚a side 32
og er vist i figur 4.4 – hvor α og q er sat til standardværdierne, mens β er sat til
0.1. I figur 4.4 ses det samtidig, at φ er en voksende potensfunktion og dermed
er følsom for ændringer i k. Med dette valg af parametre er φ ≈ 30 for k ≈ 3.
Figur 4.4: Afbildning af φ som funktion af k med β = 0.1 og α- og q-værdierne
valgt som i (Thygesen et al., submitted). Bemærk at k med den valgte værdi af
q kun er defineret til og ikke med 3.
α er som standard sat til 0.3. I valideringen af parametrene konkluderes det, at
et bedre valg af α er 0.8. Dermed f˚as en større værdi for φ, og vurderingen af
m˜∗ skulle blive mere sikker for k tæt ved 2.3. I figur 4.5 kan man se, at graferne
for m˜∗ stiger som ventet, og at funktionerne for de to værdier af α konvergerer.
Værdien for m˜∗ rykker alts˚a højere op for k tæt ved 2.3, men uden at det f˚ar stor
betydning for m˜∗ ved højere k-værdier. Det kan derfor ses som en forbedring af
modellen at sætte α til 0.8.
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Tilsvarende ser vi for β, figur 4.6, at mindre værdier rykker værdierne for m˜∗
Figur 4.5: Afbildning af m˜∗ som funktion af k med β = 0.01, α = 0.3 og 0.8 og
r- og q-værdierne valgt som i (Thygesen et al., submitted).
op. Det skyldes, at b˚ade β og eksponenten til β er mindre end 1. S˚a det er en
fordel for modellens sikkerhed til bestemmelse af m˜∗ at have s˚a sm˚a β-værdier
som muligt.
Sammenlagt har vi s˚aledes, at hvis φ øges, dvs. hvis α øges og β sænkes, kan
m˜∗ bestemmes med større sikkerhed i et bredere omr˚ade for k.
Følsomhed for eksponenten
Eksponenten (k − q + r − 2)−1 har stor betydning for, hvor m˜∗ kan beregnes,
idet det let ses, at singulariteten for k = 2.3 afhænger af værdierne for q og r.
Hvis q forøges, stiger den kritiske værdi for k tilsvarende op, men hvis r forøges,
falder den kritiske værdi for k. Da den kritiske k-værdi ligger midt i det omr˚ade,
der observeres for k i naturen (k ligger mellem 1 − 3.3 (Bianchi et al., 2000)),
ville det jo øge generaliteten, hvis man kunne sætte parameterværdierne lidt
anderledes uden at tabe overensstemmelsen med modellens fagomr˚ade. r kan,
som allerede diskuteret i afsnit 4.3.4 p˚a side 53, bedre vælges til 0.85 i stedet for
standardvalget 0.7 i (Thygesen et al., submitted). Hvis r øges med 0.15 falder
singularitetspunktet for m˜∗ tilsvarende fra 2.3 til 2.15. Ændringen af r fra 0.7
til 0.85 giver et bredere omr˚ade for bestemmelse af m˜∗ (jf. afsnit 4.2.3 p˚a side
51). Dette illustreres i figur 4.7.
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Figur 4.6: Afbildning af m˜∗ som funktion af k med og β = 0.001, 0.01 og 0.1 og
α-, r- og q-værdierne valgt som i (Thygesen et al., submitted).
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P˚avirkningen af m˜∗ som følge af ændringer af værdien for q er vist i figur 4.3.
Her er m˜∗ afbildet som funktion af eksponenten for 3 værdier af q.
Sammenlagt har vi alts˚a, at ændring af q til værdier under 1 ud fra fysiolo-
giske overvejelser og ændring af r til den biologisk mere rimelige værdi 0.85 vil
forbedre modellens anvendelighed og mindske dens følsomhed for k. Vi vil i det
følgende undersøge, hvad disse ændringer samlet set betyder for bestemmelse af
den optimale relative gydemasse m˜∗ og dens følsomhed for ændringer i spektret,
n˚ar de modificerede parameterværdier indsættes i udtrykket for m˜∗.
Figur 4.7: Afbildning af m˜∗ som funktion af k med r = 0.7 hhv. r = 0.85 og α-
β- og q-værdierne valgt som i (Thygesen et al., submitted).
4.4.3 Opsamling
I figur 4.8 ses kurverne for m˜∗’s afhængighed af k for henholdvis standardværdier
for parametrene og de alternative værdier. Man skal huske, at kurven med de
alternative værdier skal underlægges samme krav som kurven med standardval-
gene. Dette betyder, at k-grænserne for den alternative kurve er 1, 77 < k < 2, 5.
De maksimale angivelser for k spænder over intervallet [1; 3.5], og antages det
samtidigt, at den samlede mængde af samfund er normalfordelt, vil den alter-
native kurve være en forbedring, da den ligger mere centralt end kurven for
standardværdierne. Den vil derfor kunne dække en større andel af de eksis-
terende marine samfund.
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Figur 4.8: Afbildning af m˜∗ som funktion af k med og r, q, og α-værdierne
sat til henholdvis standardværdierne og de modificerede værdier. β er sat til
standardværdien (0.01)
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Spektrumshældning Relativ gydevægt Gydevægt Gydevægt
k m˜∗ “Sildehaj” (500 kg) “Torsk”(50 kg)
1.78 0.502 ∗ 10−10 0.251 ∗ 10−7 0.251 ∗ 10−8
1.79 0.243 ∗ 10−6 1.217 ∗ 10−4 1.217 ∗ 10−5
1.80 1.245 ∗ 10−5 6.219 ∗ 10−3 6.219 ∗ 10−4
1.81 1.41 ∗ 10−4 0.07 0.007
1.82 7.5 ∗ 10−4 0.37 0.037
1.87 0.036 17.9 1.79
2.0 0.29 145 14.5
2.25 0.45 224 22.4
2.49 0.48 242 24.2
Tabel 4.2: Beregning af relative og absolutte optimale gydemasser ved forskellige
k-værdier med modificerede parametre, dvs r-, β- og α.
I tabel 4.2 p˚a side 63 er beregnet konkrete værdier med de ændrede parame-
tre. Her ses det, at det nye interval for k med modificerede parameterværdier
ikke f˚ar nogen nævneværdig betydning for størrelsen af minimum- og maksi-
mumværdierne for m˜∗ hos de to udvalgte fiskearter. Værdierne spænder i begge
tabeller fra nogle urealistiske infinitisimale størrelser for gydemassen nær de
nedre grænseværdier til en syvdobling af de i litteraturen angivede gydemasser
omkring de øvre grænseværdier. De k-værdier, der svarer til de angivne gyde-
masser for “sildehajer” og “torsk”, er p˚a henholdsvis 2.37 med standardparame-
trene og 1.9 for de modificerede. Ser man p˚a, hvor disse k-værdier optræder p˚a
deres respektive grafer, er det i begge tilfælde hvor hældningen for graferne er
meget stejl. Dette f˚ar den betydning, at modellen i denne sammenhæng uagtet
af parametermodificeringerne meget hurtigt afviger fra de i litteraturen angivne
værdier. I denne henseende ma˚ modellen betragtes som værende ekstremt følsom
med hensyn til at kunne afspejle den empiri, de oplyste størrelser for gydemasse
bygger p˚a. Ganske sm˚a ændringer af k-værdien medfører alts˚a, at de modellerede
optimale værdier for gydemassen lynhurtigt afviger fra de empirisk baserede da-
ta.
Sammenlagt kan man konkludere, at modellen i forbindelse med optimal gy-
demasse tillader k at operere inden for et snævert interval, hvor de empiriske
værdier for gydemasse er repræsenteret for et givent k, men at sm˚a ændringer
i spektrets hældning hurtigt medfører urealistiske størrelser for den optimale
gydemasse m˜∗ tilknyttet de udvalgte fiskearter.
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Kapitel 5
Generalisering
I det foreg˚aende har vi foretaget en kvalitativ vurdering af modellen opstillet
i (Thygesen et al., submitted). Denne model beskriver det, vi kalder Type 1-
individer; det vil sige individer, hvis prædatorer og byttedyr kommer fra samme
størrelsesspektrum (se afsnit 1.1 p˚a side 10). Biologisk set er det imidlertid mere
realistisk at undersøge Type 2-individer, det vil sige individer, hvis prædator-
er kommer fra e´t størrelsesspektrum (pelagiske organismer) og hvis byttedyr
hentes fra et andet (bentiske organismer). Vi vil i dette kapitel generalisere den
oprindelige model, s˚a den ud over at modellere Type 1-individer kan bruges til
at undersøge den optimale livsstrategi for Type 2-individer. Modellering af Type
1-individer bliver dermed et specialtilfælde af denne model.
For at beskrive Type 2-individer m˚a man indføre to størrelsesspektre – et, der
beskriver størrelsesfordelingen for de pelagiske organismer (individets prædator-
er) og et tilsvarende for de bentiske organismer (individets byttedyr). Det gør
vi i afsnit 5.2 p˚a side 69. Det viser sig imidlertid, at dette afføder problemer
i de videre beregninger. I den oprindelige model g˚ar ∆ ud i beregningerne i
forbindelse med indførelsen af dimensionsløse størrelser (se afsnit 3.3.8 p˚a side
31). Dette er imidlertid ikke tilfældet, n˚ar der indg˚ar to massespektre i model-
len, og man f˚ar derved et udtryk for V (m), hvis resultat afhænger af ∆. Dels er
denne parameter svær at tillægge en passende fysisk fortolkning, dels f˚as nogle
urealistiske resultater for V (tæt p˚a 0 eller ∞), da ∆ 1.
For at løse dette problem starter vi med at indføre et alternativt prædationsvin-
due (se afsnit 5.1). Dette kan være vilk˚arligt stort og defineres af en øvre (Um,
upper) og en nedre (Lm, lower) grænse, der begge afhænger af fokusindividets
masse, m. Dette er endvidere biologisk set en mere realistisk situation (se s. 47:
validering af antagelse 13).
Generaliseringen af modellen foretages alts˚a i to trin. Først indføres et alter-
nativt prædationsvindue, dernæst indføres to størrelsesspektre. For den første
ændring er det et krav, at den nye model, der opstilles, skal være en generalise-
ring af modellen i (Thygesen et al., submitted). Med andre ord skal man med
passende valg af parametre kunne f˚a samme matematiske udtryk og resultater
p˚a nær eventuelle forskelle i navngivning af de enkelte udtryk. At dette er til-
fældet, godtgør vi i afsnit 5.1.1 p˚a side 67.
Da indførelsen af to massespektre definerer en kvalitativt anderledes model, der
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modellerer Type 2-individer frem for Type 1-individer, kan vi ikke p˚a tilsvarende
vis sammenligne denne model med den oprindelige model.
5.1 Alternativt prædationsvindue
Først indføres som beskrevet et alternativt prædationsvindue. Dette gøres i form
af en ny antagelse, der træder i stedet for antagelse 13 p˚a side 27:
Antagelse 17 (Relativ bytte-prædator-vægt – stort vindue) Prædatorer
æder byttedyr med en masse, som ligger i et vilk˚arligt stort interval. Intervallets
øvre og nedre grænser afhænger af prædatorens vægt.
I stedet for konstruktionen, hvor et individ præderer i intervallet [mβ;mβ(1+∆)]
(0 < ∆ 1), defineres nu prædationsintervallet [mL;mU ], hvor 0 < L ≤ U = 1.
En prædator kan alts˚a ikke æde byttedyr med større masse end den selv. Det er
dermed muligt at anføre mere realistiske intervalgrænser for prædationsvinduet.
Energioptaget er nu (jf. formel 3.4 og 3.7 p˚a side 29):
E(m) = αv(m)
∫ mU
mL
ξ · p(ξ)dξ,
hvor integralet udgør den samlede masse af alle dyr i vinduet fra [mL;mU ]. Ved
at indsætte formlerne for p og v f˚as
E(m) = αγmq
∫ mU
mL
ξκξ−kdξ
=
{
ακγ(2− k)−1(U2−k − L2−k)mq−k+2 for k 6= 2
ακγmq(lnU − lnL) for k = 2 (5.1)
Der viser sig at være en speciel løsning ved k = 2. Formlen for e defineres p˚a
samme m˚ade som tidligere (se formel 3.8 p˚a side 30):
e(m) = E(m)−M(m)
=
{
ακγ(2− k)−1(U2−k − L2−k)mq−k+2 − δmr for k 6= 2
ακγmq(lnU − lnL)− δmr for k = 2 (5.2)
Dødeligheden beregnes ligeledes p˚a samme m˚ade som for Type 1-modellen. Be-
mærk, at intervallet her er [m/U ;m/L] (da L < U ⇒ m/U < m/L):
µ(m) =
∫ m/L
m/U
v(ξ)p(ξ)dξ
=
∫ m/L
m/U
γξqκξ−kdξ
= κγ(q − k + 1)−1(Lk−q−1 − Uk−q−1)mq−k+1 (5.3)
Udtrykket for V for k 6= 2 bliver dermed:
V (m) =
e(m)
µ(m)
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=
ακγ(2− k)−1(U2−k − L2−k)mq−k+2 − δmr
κγ(q − k + 1)−1(Lk−q−1 − Uk−q−1)mq−k+1
=
α(q − k + 1)(U2−k − L2−k)
(2− k)(Lk−q−1 − Uk−q−1) m
− δ(q − k + 1)
κγ(Lk−q−1 − Uk−q−1)m
r+k−q−1 (5.4)
For overskuelighedens skyld bemærker vi, at udtrykket kan skrives som:
V (m) = amb − cmd (5.5)
hvor:
a =
α(q − k + 1)(U2−k − L2−k)
(2− k)(Lk−q−1 − Uk−q−1)
b = 1
c =
δ(q − k + 1)
κγ(Lk−q−1 − Uk−q−1)
d = r + k − q − 1
(5.6)
For k = 2 bliver de tilsvarende parametre:
a =
α(q − k + 1)(lnU − lnL)
(Lk−q−1 − Uk−q−1)
b = k − 1
c =
δ
(Lk−q−1 − Uk−q−1)
d = r + k − q − 1
I de følgende beregninger antages det, at k 6= 2.
5.1.1 Dimensionsløse størrelser
Analogt til den oprindelige model kan vi nu indføre dimensionsløse størrelser for
de foreg˚aende udtryk. Da der ikke er ændret meget p˚a udgangspunktet, er de
ikke overraskende stort set identiske med de oprindelige størrelser.
E(m+) =M(m+)
m
ακγ(2− k)−1(U2−k − L2−k)mq−k+2+ = δmr+
m
mr+k−q−2+ =
ακγ
δ(2− k) (U
2−k − L2−k)
m
m+ =
(
ακγ
δ(2− k) (U
2−k − L2−k)
) 1
r+k−q−2
(5.7)
68 KAPITEL 5. GENERALISERING
Det sidste trin kan kun lade sig gøre, hvis r + k − q − 2 6= 0 – ellers er m+ ikke
defineret. Ved anvendelse af dette udtryk for E(m+) skal k 6= 2 som tidligere
angivet. For at checke om beregningerne passer indsættes nu L = β og U =
β(1 + ∆):
m+ =
(
αγκ
δ(2− k) (β
2−k(1 + ∆)2−k − β2−k)
) 1
r−q+k−2
=
(
αγκ
δ(2− k) (β
2−k((1 + ∆)2−k − 1)
) 1
r−q+k−2
=
(
αγκ
δ(2− k) (β
2−k(1 + ∆+ o(∆)− 1))
) 1
r−q+k−2
≈
(
αγκ∆β2−k
δ|2− k|
) 1
r−q+k−2
(5.8)
o(∆) repræsenterer her den rest, der opst˚ar n˚ar (1+∆) opløftes i (2−k). Denne
rest kan b˚ade være positiv og negativ, men den vil være mindre end ∆ og dermed
være negligerbar.
Der skal indføres et numerisk tegn omkring (2− k) i nævneren i sidste linie for
at sikre, at m+ altid (ogs˚a for k > 2) er positiv. I de foreg˚aende linier ophæves
et eventuelt negativt fortegn for (2 − k) af et tilsvarende negativt fortegn for
(β2−k(1 + ∆)2−k − β2−k). Parallelt hermed kan det bemærkes, at i formel 5.1,
5.2, 5.4 og 5.7 følger fortegnet for (2 − k) fortegnet for (U2−k − L2−k). Der
behøver derfor heller ikke numerisk tegn om (2− k) i disse formler.
Udtrykket i formel 5.8 er identisk med udtrykket form+ i den oprindelige model
(se formel 3.12 p˚a side 31), p˚a nær faktoren |2− k|. Denne afvigelse skyldes, at
integralet i den oprindelige model (formel 3.4 p˚a side 29) udregnes ved hjælp af
taylorudvikling. Denne metode kan imidlertid ikke benyttes i forbindelse med
formel 5.1, som udregningen afm+ bygger p˚a, da intervallet, der integreres over,
kan have en vilk˚arlig størrelse. Det er derfor ikke sikkert, at led af 2. orden og
højere kan negligeres, og man ma˚ forvente et langt mere kompliceret udtryk for
integralet. De to udtryk for m+ er dog ens, hvis formel 5.1 taylorudvikles.
Definitionen af t+ er uændret, dog med den begrænsning at k − q − 1 6= 0:
t+ =
1
µ(m+)
=
1
κγ
q−k+1 (L
k−q−1 − Uk−q−1)mq−k+1+
=
(q − k + 1)
κγ(Lk−q−1 − Uk−q−1)m
k−q−1
+
Nu kan formlerne for e˜ og µ˜ opstilles:
e˜(m˜) :=
t+
m+
e(m˜m+)
=
t+
m+
(E(m˜m+)−M(m˜m+))
= φ(m˜q−k+2 − m˜r)
5.2. TO MASSESPEKTRE 69
Hvor
φ := α
(q − k + 1)(U2−k − L2−k)
(Lk−q−1 − Uk−q−1)(2− k) .
µ˜(m˜) = µ(m˜m+) · t+
=
κγ
q − k + 1(L
k−q−1 − Uk−q−1)(m˜m+)q−k+1 q − k + 1
κγ(Lk−q−1 − Uk−q−1)m
k−q−1
+
= m˜q−k+1
Ligesom i den oprindelige model (formel 3.34 p˚a side 36) f˚as V (m) til:
V (m) :=
e˜(m˜)
µ˜(m˜)
= φ(m˜− m˜k−q+r−1) (5.9)
Men da φ her er anderledes end φ i den oprindelige model (formel 3.18 p˚a side
32), er V (m) tilsvarende forskellig fra den oprindelige V (m) (formel 3.34 p˚a side
36).
5.2 To massespektre
Som andet trin i generaliseringen af modellen i (Thygesen et al., submitted)
opstilles to uafhængige massespektre, som giver anledning til henholdsvis energi
og mortalitet. Dette gøres med følgende antagelse i tillæg til antagelse 10 p˚a
side 27:
Antagelse 18 (Føde og mortalitet fra separate massespektre) Fokusin-
dividernes fødeoptag beregnes p˚a grundlag af e´t massespektrum og deres morta-
litet p˚a grundlag af et andet.
Vi g˚ar direkte til matematiseringen af denne antagelse.
5.2.1 Matematik
Som en konsekvens af antagelse 18 opskrives de samme udtryk som i forrige
sektion, blot med den forskel, at der nu indføres to separate massespektre. Der
indføres nye parametre i modellen, s˚a der er en klar forskel imellem parametre,
der gælder fokusindivider og parametre for deres prædatorer. Vi bruger indekset
f p˚a parametre som gælder fødeoptag for fokusindivider, og intet indeks n˚ar det
gælder mortalitet. Spektret, der giver anledning til mortalitet, defineres som:
p(m) = κm−k (5.10)
og det tilsvarende, der giver anledning til fødeoptag, som:
pf (m) = κfm−kf (5.11)
Det antages stadig, at k, kf 6= 2. Udtrykket for netto-energioptagsfrekvensen
bliver nu (jf. formel 5.2 p˚a side 66) :
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ef (m) = αfκfγf (2− kf )−1(U2−kff − L2−kff )mqf−kf+2 − δfmrf . (5.12)
Udtrykket for mortaliteten er lig med udtrykket i formel 5.3 p˚a side 66:
µ(m) = κγ(q − k + 1)−1(Lk−q−1 − Uk−q−1)mq−k+1 (5.13)
Udtrykket for V bliver dermed:
V (m) =
ef (m)
µ(m)
=
αfκfγf (q − k + 1)(U2−kff − L2−kff )
κγ(2− kf )(Lk−q−1 − Uk−q−1) m
qf−q+k−kf+1 − (q − k + 1)δf
κγ(Lk−q−1 − Uk−q−1)m
rf−q+k−1
(5.14)
Dette udtryk kan skrives som formel 5.5 p˚a side 67 med parametrene:
a =
αfκfγf (q − k + 1)(U2−kff − L2−kff )
κγ(2− kf )(Lk−q−1 − Uk−q−1)
b = qf − q + k − kf + 1
c =
(q − k + 1)δf
κγ(Lk−q−1 − Uk−q−1)
d = rf − q + k − 1
I den endelige generalisering af modellen benyttes non-dimensionaliseringen
ikke, og udtrykket for V (m) (formel 5.14 p˚a side 70) bliver derfor langt fra
s˚a simpelt, som tilfældet var i den oprindelige model. Det betyder, at det ved
konkrete beregninger er nødvendigt at estimere i alt 18 parametre, hvor parame-
trene i nogle tilfælde dog estimeres til at være ens for føde-optag hhv. prædation.
De to nye parametre L og U træder dog i stedet for β (og ∆), som derfor ikke
skal estimeres.
5.2.2 Livshistorie og størrrelse ved gydemodenhed
De nye udtryk for e(m), µ(m) og V (m) ændrer ikke ved fremgangsm˚aden i
søgningen efter den optimale livshistorie: De indg˚aende udtryk bliver de samme.
Dog er dødeligheden og energioptaget hentet fra hvert sit spektrum, men opti-
meringen giver ogs˚a her en bang-bang-strategi, og den optimale gydemasse findes
ifølge formel 3.41 p˚a side 37, n˚ar V ′(m) = 1.
V ′(m) er:
V ′(m) = abmb−1 − cdmd−1 (5.15)
med indsættelse af ovenst˚aende parametre.
Der er flere m˚ader at finde m∗ i V ′(m∗) = 1 analytisk, men der findes ikke
nogen generel løsning. Følgende kombinationer af parameterværdier forsimpler
udtrykket for V ′(m∗) = 1, s˚a en analytisk løsning er simpel:
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• b = qf − q + k − kf + 1 = 0 ∨ a = 0. Det første led udg˚ar.
• d = rf − q + k − 1 = 0 ∨ c = 0. Det andet led udg˚ar.
• b− 1 = qf − q + k − kf = 0. m udg˚ar af første led.
• d− 1 = rf − q + k − 2 = 0. m udg˚ar af andet led.
5.3 Validering af den generaliserede model
I forbindelse med generaliseringen af den oprindelige model indfører vi som
beskrevet to nye antagelser, hvoraf den ene (antagelse 17) erstatter den op-
rindelige models antagelse 13 og den anden (antagelse 18) er helt ny. De to
nye antagelser gennemg˚as med hensyn til de begrænsninger de medfører, og
antagelserne behandles med udgangspunkt i det marine miljø, som ogs˚a den op-
rindelige model omhandler. Validering af de øvrige antagelser for den oprindelige
model er foretaget i kapitel 3. De to nye antagelser er:
Byttedyr/prædator-masseforhold
Det relative byttedyr/prædator-forhold skal kunne findes i et vilk˚arligt stort vin-
due (antagelse 17). Med valg af passende intervalgrænser gør denne antagelse det
muligt at beskrive fisk, som æder byttedyr inden for et snævert størrelsesinterval,
ligesom den oprindelige model gør. Ydermere bliver det, i modsætning til den
oprindelige model, muligt at modellere fisk, der æder byttedyr inden for et
vilk˚arligt bredt størrelsesinterval. Dette er biologisk set mere realistisk end den
oprindelige model, idet de fleste fiskearter æder byttedyr af meget varierende
størrelse. For eksempel angives i (Benoˆıt and Rochet, 2003) byttedyr/prædator-
masseforhold p˚a 0.001− 0.1.
To massespektre
Fokusindividerne f˚ar fødeoptag fra et massespektrum og mortalitet fra et andet
(antagelse 18). At mortalitet og fødeemner udelukkende stammer fra hvert sit
størrelsesspektrum (dvs. at modellere Type 2-individer, jf. afsnit 1.1 p˚a side
10) er ikke helt biologisk realistisk. De potentielle fødeemner, som en præda-
tor spiser, vil oftest stamme fra begge spektre, idet mindre individer af egne
prædatorarter er oplagte byttedyr. Det vil sige, at Type 3-individer faktisk er
den biologisk set mest realistiske individ-type at modellere. Mange fisk veksler
mellem at være i de frie vandmasser og nær havbunden, hvor der b˚ade er risiko
for at blive spist, men ogs˚a mulighed for selv at søge føde. Tidsforbruget p˚a
fødesøgning i de frie vandmasser og p˚a havbunden er et spørgsm˚al om optimal
livsstrategi, idet energiforbrug, energioptag og risiko for prædation b˚ade i de
frie vandmaser og p˚a havbunden bliver opvejet mod hinanden med henblik p˚a
at øge fitness.
Derimod er antagelsen om, at mortalitet stammer fra et separat størrelsesspek-
trum for prædatorer, realistisk, idet der kun sjældent vil optræde mortalitet fra
spektret indeholdende byttedyr. Her tænker vi p˚a en situation, hvor fokusindi-
vider og deres prædatorer er fritsvømmende fisk, mens byttedyrene er bundle-
vende hvirvelløse dyr. Kun i sjældne tilfælde vil byttedyrene (for eksempel en
søanemone) kunne æde en (lille) fritsvømmende fisk.
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5.4 Eksempel p˚a anvendelse
Med udgangspunkt i den generaliserede model er det nu muligt at undersøge den
optimale livshistorie for Type 2-individer. Disse individer vil i det følgende ogs˚a
blive kaldt bentivorer (bunddyrs-ædere). Frem for at ernære sig af fritsvømmende
organismer fra det oprindelige størrelsesspektrum, æder bentivorerne bentiske
(bundlevende) organismer, eksempelvis sandorme og krebsdyr, hvis størrelsesfor-
deling beskrives af et særskilt størrelsesspektrum. Eksempler p˚a bentivorer er
rødspætter og andre fladfisk, og disse fisk optager alts˚a deres energi fra e´t spek-
trum (parametre med indeks f), men er udsat for prædation fra et andet (para-
metre uden indeks). De individer, der præderer p˚a bentivorerne, kaldes for pis-
civorer.
5.4.1 Parametre
Til brug for udregningerne estimeres værdier for alle indg˚aende parametre. Vi
argumenterer her for valgene af de forskellige parametre, der desuden ses i over-
sigtsform i tabel 5.1 p˚a side 74.
Enheder
I modellen indg˚ar generelle enheder for længde, masse og tid. I forbindelse med
estimeringen af parameterværdierne defineres de generelle enheder til følgende:
• Længde: meter
• Masse: gram
• Tid: a˚r
Individdensitet, p(m) = κm−k
I (Bianchi et al., 2000) og (Shin and Cury, 2004) angives værdier for skæring og
hældning i længdebaserede spektre for en række forskellige havomr˚ader:
• k: I (Bianchi et al., 2000) angives hældningen i et længdebaseret størrelses
spektrum til at lægge mellem -4 og -7. Dette kan omregnes til værdier for
k mellem 1.3− 2.3, mens der i (Shin and Cury, 2004) angives værdier, der
kan omregnes til værdier for k omkring 2.3 (se ogs˚a afsnit 4.3.5 p˚a side
54). Vi sætter kf = 1.9 og k = 1.7.
• κ: (Bianchi et al., 2000) angiver skæringen i et længdebaseret størrelsesspek-
trum til at ligge omkring 20. Dette betyder, at der findes e20 individer af
1 cm’s længde pr. ha. Dette kan ved hjælp af forholdet mellem længde og
masse (M = 0.01L3) omregnes til et estimat af κ. Vi sætter κf = κ = 5,
hvor enheden er antal individer med massen 1 gram pr. m2.
Afsøgningsvolumen, v(m) = γmq
Det har ikke været muligt at finde brugbare referencer med hensyn til v(m), s˚a
her har vi selv m˚attet fastsætte værdier for parametrene.
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• γ: G˚ar ud i den oprindelige model. Da vi ikke har kunnet finde nogle
oplysninger om denne parameter i litteraturen, vælges mere eller mindre
arbitrært γf = γ = 1.
• q: Sættes til 1 i den oprindelige model, men alts˚a uden reference. Jf. afsnit
4.3.3 p˚a side 53 vælges værdier for q, der er mindre end 1. Vi sætter
qf = q = 0.5.
Byttedyr/prædator-forhold, L og U
I den generaliserede model erstattes β og ∆ fra den oprindelige model af L = β
og U = β(1 + ∆). Jf. β og ∆ er gyldighedsomr˚adet for L og U : 0 < L < U < 1
(og tilsvarende for Lf og Uf ).
I (Scharf et al., 2000) angives længdebaserede værdier for byttedyr/prædator-
forholdet. Disse værdier kan ved hjælp af udtrykket M = 0.01L3 (angivet i
samme reference), hvor M er massen i gram og L er længden i cm, omregnes til
massebaserede værdier.
• L: Ifølge (Scharf et al., 2000) æder bentivorer (fokusindivider i denne mo-
del) generelt mindre byttedyr end deres prædatorer (hvis byttedyr jo alts˚a
her er modellens fokusindivider). Den nedre grænse af det størrelsesvindue,
fokusindivider/prædatorer kan æde inden for, estimeres til Lf = 10−6 og
L = 10−4.
• U : Med samme argument som ovenfor sættes Uf = 0.06 og U = 0.5.
Dette betyder alts˚a, at fokusindivider (bentivorer) æder byttedyr, hvis masse
udgør mellem 10−6 og 0.06 af bentivorernes egen masse. For fokusindividernes
prædatorer er de tilsvarende tal s˚aledes 10−4 og 0.5.
Assimileringseffektiviteten, α
I den oprindelige model sættes α = 0.3, men denne værdi er ifølge flere referencer
for lav (se argumentation i afsnit 4.3.1 p˚a side 52).
• α: Vi sætter αf = α = 0.8.
Metabolismen, M(m) = δmr
I den oprindelige model g˚ar δ ud, mens r sættes til 0.7. I (Peters, 1983, side 29)
beskrives sammenhængen mellem energiforbruget til metabolismen (i watt) og
kropsvægt. Ud fra dette kan værdier af δ beregnes.
• δ: Vi finder δf = δ = 1.3, hvor enheden er gram (energi) pr. a˚r pr. gram
kropsvægt.
• r: Jf. afsnit 4.3.4 p˚a side 53 sættes rf = r = 0.85 (Jobling, 1992).
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Parameter, Estimat Parameter, Estimat
mortalitet fødeoptag
κ 5 κf 5
k 1.7 kf 1.9
γ 1 γf 1
q 0.5 qf 0.5
L 10−4 Lf 10−6
U 0.5 Uf 0.06
α 0.8 αf 0.8
δ 1.3 δf 1.3
r 0.85 rf 0.85
Tabel 5.1: De parametre, der benyttes i eksemplet.
Figur 5.1: Netto-energioptaget (e) som funktion af massen.
5.4.2 Resultater
De parameterværdier, der blev fastsat i forrige afsnit, kan nu indsættes i den
generaliserede model. Resultatet af denne indsættelse – og dermed Type 2-
eksemplet – præsenteres i dette afsnit.
Netto-energioptagsfrekvensen (ef (m)) er givet ved formel 5.12 p˚a side 70. Det ses
af grafen, at ef (m) stiger til at starte med, har et maksimum omkringm = 15000
og antager negative værdier for m større end ca. 58000 (se figur 5.1). Denne graf
er overordnet i overensstemmelse med teorien, og Type 2-individerne har alts˚a en
stagnationsmasse p˚a ca. 58000, hvilket alts˚a vil sige ca. 58 kg. Stagnationsmassen
benævnes m+, som det ogs˚a var tilfældet i den oprindelige model.
Dødeligheden (µ) er givet ved formel 5.13 p˚a side 70 og er en monotont
aftagende funktion af massen (se figur 5.2). Funktionen aftager meget hurtigt
for m tæt p˚a 0, men flader hurtigt ud for stigende m.
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Figur 5.2: Dødeligheden (µ) som funktion af massen.
Den reproduktive værdi (V ) for Type 2-individerne som funktion af massen
er vist i figur 5.3. Som det ses af grafen, stiger V til at starte med og har
maksimum for m ≈ 20000. V antager selvklart negative værdier for m større
end m+, da V =
ef
µ . Ifølge afsnit 3.3.12 p˚a side 37 kan den optimale gydemasse
(m∗) bestemmes ved at løse V ′(m) = 1. Dette giver følgende gydemasse:
m∗ = 0.43 (5.16)
Den optimale gydemasse for bentivorer er alts˚a ca. 0.4 gram.
5.4.3 Validering
Dette afsnit indeholder en kort validering af bentivorer-eksemplet. I det foreg˚aen-
de afsnit fandt vi, at stagnationsmassen for bentivorer er ca. 58 kg, mens den
optimale gydemasse er 0.4 gram. Det er ikke umiddelbart særligt sandsynligt,
at en type individer kan have en optimal gydemasse, der er s˚a meget mindre
end stagnationsmassen – i hvert fald ikke s˚a længe stagnationsmassen tillægges
en egentlig betydning. Inden der gives en forklaring p˚a, hvorfor m∗m+ f˚ar s˚a lav
en værdi for bentivorerne, gennemg˚as de tre funktioner, der blev præsenteret i
resultat-afsnittet.
Funktionerne i afsnit 5.4.2 p˚a side 74 har alle overordnet det forløb, som de ud
fra en biologisk forventning burde have. Netto-energioptaget er positivt indtil
en given værdi af m (stagnationsmassen). Dette er en konsekvens af, at ekspo-
nenten for Ef (qf−kf+2 = 0.6) er mindre end eksponenten forMf (rf = 0.85),
da ef = Ef−Mf . S˚a længe begge eksponenter er større end 0 og Ef ’s eksponent
er mindre end Mf ’s er det klart, at ef p˚a et tidspunkt vil antage negative vær-
dier. Bemærk, at denne pointe er opstillet som et krav i den oprindelige model
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Figur 5.3: Reproduktiv værdi (V ) som funktion af massen.
(bemærkning 7 p˚a side 32).
Dødeligheden er en monotont aftagende funktion, hvilket er i overensstemmelse
med den biologiske teori. Funktionen er aftagende som en følge af, at eksponen-
ten er negativ (q − k + 1 = −0.2). Dermed er ogs˚a kravet for den oprindelige
model, der er opstillet i bemærkning 3.6 p˚a side 29 opfyldt.
Da funktionerne for ef og µ alts˚a opfylder de overordnede krav til eksponen-
ternes værdier, vil den reproduktive værdi (V ) ogs˚a have det “korrekte” forløb,
som alts˚a er stigende i starten, og negative værdier p˚a et tidspunkt. A˚rsagen
til at m∗ f˚ar en relativt lav værdi er, at koefficienten for Ef er ca. 20 større
end koefficienten for Mf . Dermed f˚ar funktionen V en særlig stor stigning tæt
p˚a 0. I den oprindelige model eksisterer dette problem ikke, da E˜ og M˜ her
har samme koefficient; nemlig φ (se formel 3.17 p˚a side 32). Det er endvidere
klart, at fastsættelsen af de 18 parameterværdier (afsnit 5.4.1 p˚a side 72) har
stor indflydelse p˚a resultaterne af eksemplet.
Kapitel 6
Modelleringsprocessen
Vi vil i dette kapitel for et øjeblik “løfte blikket” og beskæftige os lidt mere
overordnet med modelleringsprocessen som faglig disciplin. Jf. rapportens forord
er et af form˚alene med at skrive modelleringsprojekt p˚a matematikstudiet p˚a
RUC at udvikle en s˚akaldt “modelleringskompetence”. Vi vil nedenfor gøre rede
for den teoretiske opbygning af modelleringsprocessen, som beskrevet i (Blomhøj
et al., 2004), og herunder beskrive, hvorledes vi selv mener, at vi har udfyldt
denne ramme med nærværende projekt.
Som tidligere nævnt indg˚ar der i modelleringskompetencen dels evnen til at
konstruere (eller videreudvikle) matematiske modeller, dels evnen til at analy-
sere en eksisterende model samt forholde sig kritisk vurderende til dens opbygn-
ing og validitet. I begge tilfælde m˚a man undervejs beskæftige sig med en række
delprocesser, der ifølge (Blomhøj et al., 2004) tilsammen udgør hele modellering-
sprocessen. Dog er der den væsentlige forskel, at man i den førstnævnte situation
optræder som modelbygger, mens man i den sidstnævnte mere indtager en rolle
som kritisk analytiker. Dette betyder sædvanligvis, at vægtningen af de enkelte
delprocesser bliver forskellig i de to situationer.
Vi vil i det følgende gøre rede for arbejdet med livshistoriemodellen set i ly-
set af denne teoretiske struktur for modelleringsprocessen. Vi vil herunder b˚ade
nævne det arbejde, der er blevet gjort af modelbyggerne (Thygesen et al., sub-
mitted) og vores eget arbejde i denne rapport. Endvidere karakteriseres modellen
undervejs i forhold til andre modeller ud fra teorien i (Blomhøj et al., 2004).
I (Blomhøj et al., 2004) beskrives modelleringsprocessen som en iterativ proces,
der er illustreret p˚a figur 6.1 p˚a side 78. P˚a figuren ses forskellige delprocess-
er (afrundede kasser til højre) samt deres in- og output (firkantede kasser til
venstre. Modelleringsprocessen kan ikke betegnes som lineær, hvilket er illus-
treret ved, at hver delproces kan lede frem eller tilbage til en vilk˚arlig anden
delproces (se pilene til højre i diagrammet). Konsekvensen er, at delprocesserne
kan indg˚a i en kompleks vekselvirkning, hvor man i den enkelte delproces tager
udgangspunkt i resultaterne fra mange af de øvrige delprocesser.
Skaberne af den oprindelige model (Thygesen et al., submitted) har gennemløbet
adskillige af – men ikke alle – nedenst˚aende delprocesser under arbejdet. Vi har i
dette projekt forsøgt at dække samtlige delprocesser, herunder at supplere deres
arbejde ved at g˚a mere i dybden med nogle af de dele, der ikke er s˚a grundigt
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Figur 6.1: Modelleringsprocessen: Oversigt over de enkelte delprocesser samt
deres in- og output.
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berørt i (Thygesen et al., submitted). I nedenst˚aende gennemgang vil vi derfor
b˚ade nævne arbejde udført af (Thygesen et al., submitted) og vores eget arbej-
de, men vil dog fokusere p˚a, i hvor høj grad vi selv f˚ar dækket de forskellige
aspekter af modelleringsprocessen.
Ofte tager modelleringsprocessen sit udspring i en undren over oplevet virke-
lighed, der fører til et ønske om at undersøge et problemfelt. Denne undren leder
frem til første delproces.
6.1 Problemformulering
Modelbyggeren formulerer ud fra sin opfattelse af virkeligheden et spørgsm˚al,
som det er modelleringsprocessens m˚al at besvare. Modelbyggerens forh˚andsvi-
den om det faglige genstandsomr˚ade og interesser i, hvad modellens resultater
skal bruges til, har dermed stor indflydelse p˚a formuleringen af det styrende
problem. En matematisk model er alts˚a i sit udgangspunkt ikke noget natur-
givent eller entydigt, men derimod skabt ud fra bestemte interesser og faglige
forudsætninger. Dette er vigtigt at holde sig for øje i en senere vurdering af mo-
dellen og dens resultater. Det gælder uafhængigt af, om modellens resultater skal
bruges som beslutningsgrundlag i politiske processer eller som udgangspunkt for
videre forskning i det p˚agældende fagomr˚ade.
Drivkraften bag udviklingen af den oprindelige model har ifølge Uffe H. Thyge-
sen (pers. komm.) primært været forskning i det p˚agældende fagomr˚ade og kun
i mindre grad ønsket om at fremstille resultater til brug for politiske beslut-
ninger.
I øvrigt er det værd at bemærke, at matematisk modellering i sig selv er en
tværfaglig disciplin, da der ud over matematisk viden forudsættes kendskab
til genstandsomr˚adet, som jo netop er ikke-matematisk. I vores projektgruppe
m˚a dette kendskab siges at være til stede i og med, at majoriteten af gruppens
medlemmer har en biologisk baggrund. Dette har da ogs˚a været med til at forme
indholdet af og ordlyden i denne rapports problemformulering. En ordlyd, der
samtidig danner grundlaget for den efterfølgende systemafgrænsning.
6.2 Systemafgrænsning
For at kunne beskrive genstandsomr˚adet matematisk, er det ofte nødvendigt at
begrænse den videre modelleringsproces til nogle udvalgte aspekter af genstands-
omr˚adet. Denne delproces, der kaldes systemafgrænsning, har til form˚al at ide-
alisere, forsimple eller helt se bort fra dele af genstandsomr˚adet med henblik p˚a
at muliggøre en efterfølgende matematisering. Her er matematisk kompetence
vigtig, men ogs˚a kendskab til genstandsomr˚adet og de a˚rsagssammenhænge, der
virker mellem systemets forskellige dele, er nødvendig.
Systemafgrænsningen kan foretages p˚a forskellig m˚ade, der afgør om modellen er
teoribaseret (baseret p˚a veletableret videnskabelig teori) eller teoriløs (baseret
p˚a mere eller mindre løse ad hoc-antagelser). I den her behandlede model er
systemet konstrueret og afgrænset ud fra mere eller mindre velbegrundede an-
tagelser, hvilket betyder, at muligheden for en empirisk kontrol af resultaterne
f˚ar en afgørende rolle, n˚ar modellens anvendelighed skal vurderes.
Resultatet af denne delproces vil ofte senere blive revurderet med den kon-
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sekvens, at man vælger at foretage en ny systemafgrænsning med et andet sy-
stem til følge (Blomhøj et al., 2004). I vores tilfælde har vi foretaget en ny sy-
stemafgrænsning i forbindelse med generaliseringen af modellen, primært inspir-
eret af anfægtelser over nogle af de biologiske antagelser i (Thygesen et al., sub-
mitted).
6.3 Matematisering
Ud fra den valgte systemafgrænsning formulerer man her en matematisk beskriv-
else af de a˚rsagssammenhænge, som indg˚ar i det valgte system. Som nævnt kan
repræsentationen baseres p˚a eksisterende teori, optræde som ad hoc-antagelser
eller være baseret p˚a eksperimentelle resultater. Af denne grund vil forskel-
lige matematiseringer af den samme model adskille sig, n˚ar det gælder erk-
endelsesmæssig status. En teoribaseret matematisering vil sædvanligvis opfattes
som mere udtømmende end en matematisering baseret udelukkende p˚a eksper-
imentelle resultater. I (Thygesen et al., submitted) bygger de tre indledende
potensfunktionsudtryk p˚a eksperimentelle resultater, der i fagkredse er alment
accepterede til beskrivelse af de a˚rsagssammenhænge, udtrykkene omhandler.
Disse indledende udtryk er bibeholdt i generaliseringen af modellen. Den æn-
drede matematisering bruges ved udledningen af energioptag og mortalitet som
følge af den ændrede systemafgrænsning. Dette f˚ar dermed konsekvenser for den
matematiske analyse, der er den næste delproces i modelleringsprocessen.
6.4 Matematisk analyse
P˚a basis af det matematiske system og de formler, der er opstillet under ma-
tematiseringen, foretager man en analyse, der har til form˚al at afdække det
modellerede fænomens egenskaber. For simple systemer kan modellen løses ana-
lytisk ; det vil sige, at man entydigt kan fastlægge modellens output (resultater)
ud fra input (parameterværdier).
Dette er netop tilfældet i den her behandlede model grundet den forsimpling,
man har foretaget under systemafgrænsning og matematisering (nondimension-
alisering). I det generelle tilfælde, og særligt n˚ar modellen beskriver dynamiske
eller stokastiske systemer, kan dette dog ikke lade sig gøre, da det opstillede
matematiske system er for komplekst til, at man kan finde en rent analytisk
løsning. I disse tilfælde vil man i stedet anvende en numerisk metode som
analyseredskab, det vil sige computerbaserede, iterative beregninger, der giv-
er et tilnærmet resultatet med en given nøjagtighed. Her kan man alts˚a ikke
tale om en absolut/entydig løsning, men om en tilnærmet løsning med en vis
præcision. Vores generaliserede model er et eksempel p˚a det sidste, idet den kun
i særlige tilfælde kan løses analytisk, men sædvanligvis m˚a løses numerisk.
Denne og forrige delproces har vi selv vægtet højt som følge af problemfor-
muleringens spørgsm˚al om at undersøge mulighederne for at generalisere origi-
nalmodellen.
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6.5 Tolkning
De resultater, man kommer frem til gennem den matematiske analyse, tolkes og
vurderes i forhold til det oprindelige problem s˚avel som til modelleringsprocessen
som helhed. Vurderingen af resultaterne best˚ar i at undersøge, om resultaterne
stemmer overens med det modellerede system, men ogs˚a i at vurdere resul-
taternes usikkerhed. Sædvanligvis undersøges modellens overensstemmelse med
velkendte egenskaber ved det modellerede system med henblik p˚a at afgøre, om
modellen ogs˚a kan anvendes p˚a omr˚ader, hvor man ikke har et lignende kend-
skab.
I (Thygesen et al., submitted) er der ikke lagt stor vægt p˚a tolkning og vur-
dering af modellen. Derfor har vi valgt at ofre denne delproces mere opmærk-
somhed, blandt andet ved at vurdere resultaternes gyldighed ud fra de angivne
parametre. Samtidig er der som led i denne vurdering foretaget følsomheds- og
stabilitetsanalyser af modellens resultater.
6.6 Vurdering af modelvaliditet
Den sidste delproces, som indg˚ar i forløbet, g˚ar ud p˚a at foretage en vurdering
af modellens validitet og skal opfattes som en opgave, der omfatter en samlet
vurdering af hele modelleringsprocessen som s˚adan. Dette giver denne delproces
særstatus i forhold til de øvrige, da dens funktion er at skabe et helhedsindtryk
ved at samle alle tr˚adene fra de enkelte delprocesser, og som i bedste fald p˚a
fornemste vis medfører en ny faglig viden.
Som en naturlig del af et modelleringsforløb bør modelbyggeren stille dokumen-
tation af den bagvedliggende modelleringsproces til r˚adighed. De beslutninger
der er taget, bør underbygges med passende dokumentation, s˚a udenforst˚aende
har mulighed for at vurdere og danne egne holdninger til de konklusioner, man
har truffet beslutninger p˚a.
Det mener vi ikke er særligt fremtrædende i (Thygesen et al., submitted), hvor-
for vi ogs˚a i denne rapport fremlægger en forholdsvis grundig dokumentation af
vores arbejdsproces.
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Kapitel 7
Diskussion
I (Thygesen et al., submitted) opstilles for første gang en matematisk model for
et økologisk samfund, hvor livshistorien for det enkelte individ kædes sammen
med størrelsesspektret for hele samfundet. Størrelsesspektret skal forst˚as som
fordelingen af antallet af dyr per rumenhed for hver størrelsesklasse. I model-
lens idealiserede og forenklede samfund er størrelsesfordelingen kontinuert.
Form˚alet med modellen er at skabe en større forst˚aelse for de komplekse sam-
spil, der eksisterer i for eksempel det marine miljø. Med udgangspunkt i en lang
række antagelser præsenteres en model, der beskriver energiniveauer og morta-
litet. Ud fra disse kan et fokusindivids forventede reproduktion og fitness ved
at følge en optimal strategi beregnes. Dette gøres ved dynamisk programmering.
Vi har i dette arbejde behandlet og udvidet modellen beskrevet i (Thygesen
et al., submitted). Dette er motiveret af, at modellen begrænser sig p˚a en række
punkter og p˚a andre punkter ikke gør rede for sin modelleringsstrategi p˚a en
m˚ade, der gør det klart for læseren, hvordan modelbyggerne har behandlet
modellens grundlag. Begrænsningerne i modellen g˚ar dels p˚a det omr˚ade af
størrelsesspektret, man har lagt sig fast p˚a, dels p˚a typen af økosystem; det, vi
her kalder Type 1, der kun behandler pelagiske dyr i et marint miljø. Det har
derfor været oplagt at validere modellens kvalitative relevans med udgangspunkt
i disse og generalisere modellen for at øge relevansen. Vi har derfor s˚a at sige
behandlet modellen forfra efter principperne beskrevet i kapitel 6.
I det følgende vil modellerne, den oprindelige s˚avel som den generaliserede,
blive diskuteret med det form˚al at vurdere deres relevansomr˚ade. Den oprinde-
lige model har vist sig at indeholde nogle problematiske biologiske forsimplinger
samt en række matematiske begrænsninger, der medfører indskrænkning af rel-
evansomr˚adet.
Modelleringsprocessen er grundlæggende den samme for de to modeller, men
visse af de skridt, der foretages, bevirker, at slutresultaterne i den oprindeli-
ge model ikke umiddelbart kan overføres til den generaliserede model. Disse
forskelle i udgangspunkter og dermed ogs˚a i modelleringen hos modellerne vil
blive diskuteret for at give en vurdering af de kvalitative forskelle. De alterna-
tive indgangsvinkler belyses, og det diskuteres, hvorledes denne type model vil
kunne føre til større forst˚aelse af marine systemer.
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Modellen har et højt abstraktionsniveau i forhold til sit genstandsomr˚ade, s˚a
det er svært at f˚a resultater, der er umiddelbart sammenlignelige med empiriske
data. Som udgangspunkt behandles et uberørt økologisk system med et givet
størrelsesspektrum. Individerne er alle ens undtagen i størrelse, og de opfører
sig ens. Derved er man langt fra virkeligheden, og man kan spørge, hvad man
kan opn˚a dermed? Modellens forma˚l er ifølge skaberne (Uffe H. Thygesen, pers.
komm.) først og fremmest at undersøge, om det er muligt at bringe to ellers
adskilte teoretiske metoder i brug i en og samme model, nemlig livsstrategier og
størrelsesspektre. Dermed bliver modellens umiddelbare m˚al at tjene til illustra-
tion af en ny arbejdsmetode frem for at give øget detaljerigdom eller præcision
om et økosystem i forhold til allerede eksisterende modeller.
Dødelighed
Den oprindelige model er opbygget som en deterministisk model. Det mod-
ellerede individ er en abstraktion og bliver i denne rapport betragtet som en
hypotetisk gennemsnitsfisk. Denne betragtning giver dog problemer i forhold til
dødelighedsfunktionen, µ(m), idet denne fortolkes som “det antal gange, en fisk
bliver spist pr. tidsenhed”, hvilket ikke giver mening rent biologisk. For at løse
dette problem kunne man g˚a væk fra den deterministiske model og beskrive
dødeligheden ved en sandsynlighedsfunktion.
Med den nuværende definition af dødelighedsfunktionen kan en biologisk menings-
fuld fortolkning være, at den modellerede “organisme” ikke er et enkelt individ –
men i stedet en gruppe best˚aende af for eksempel 1000 individer, der altid følges
ad og i øvrigt opfører sig ens. Dødelighedsfunktionen kan da tolkes som antallet
af fisk, der bliver spist pr. tidsenhed. N˚ar hele modellen tages i betragtning, er
den biologisk set mest rimelige fortolkning derfor at lade modellen modellere et
enkelt individ.
Definition af fitness
Som beskrevet i afsnit 2.2.1 p˚a side 16 kan begrebet fitness defineres p˚a flere
forskellige m˚ader. I modellen defineres fitness (W ) som det forventede totale
antal afkom i den resterende levetid under forudsætning af, at den optimale
livsstrategi følges. Begrebet reproduktiv værdi (V ) dækker over det forventede
totale antal afkom i den resterende levetid, n˚ar det antages, at al fremtidig
optaget energi bruges p˚a reproduktion. Hos (Houston and McNamara, 1999, side
11) defineres reproduktiv værdi som ovenfor, mens fitness defineres som det totale
antal afkom, der n˚ar kønsmoden alder.
Hvis man anvender sidstnævnte fitnessbegreb i modellen, opst˚ar der (i forhold
til den nuværende model) et tab i den mængde af energi afsat til reproduktion,
som tæller med i fitness. Tabet skyldes, at en del af afkommene dør, inden de
n˚ar kønsmoden alder, og derfor ikke bidrager til individets fitness. Da fitness g˚ar
mod 0 form g˚aende mod 0, vilW ′(m) n˚a værdien 1 hurtigere, og man m˚a derfor
forvente, at ved anvendelse af fitnessbegrebet i (Houston and McNamara, 1999)
vil den optimale strategi ændres i retning af tidligere kønsmodning (mindrem∗).
Dynamisk optimering
I den oprindelige model anvendes dynamisk optimering til at finde den optimale
livsstrategi for et fokusindivid. Metoden er velkendt til løsning af denne type af
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optimeringsproblemer (Houston and McNamara, 1999), men vil i almindelighed
ikke give en analytisk løsning af Bellmans ligning. Denne models relativt simple
opbygning muliggør dog en analytisk løsning, som giver brugbare resultater
inden for modellens gyldighedsomr˚ade. Dette gælder b˚ade n˚ar den anvendes p˚a
Type 1-individer (se afsnit 3.4 p˚a side 38) og i forbindelse med generaliseringen
af modellen (Type 2-individer, se kapitel 5). Det samme vil formentlig gælde
for Type 3. Der er alts˚a ingen forskel p˚a anvendelsen af dynamisk optimering,
uanset om man modellerer Type 1, 2 eller 3-individer. Dynamisk programmering
er s˚aledes et velegnet redskab til løsning af opgaven.
Taylorudvikling
I den oprindelige model løses integralerne i byttedyrsfrekvens (formel 3.4 p˚a
side 29) samt dødeligheden (formel 3.9 p˚a side 30) ved hjælp af taylorudvikling.
P˚a grund af det udvidede prædationsvindue kan denne metode ikke bruges i
forbindelse med generaliseringen (se afsnit 5.1.1 p˚a side 67). Vi løser her in-
tegralerne for energioptaget (formel 5.1 p˚a side 66) og dødelighed (formel 5.3
p˚a side 66) direkte. Det har gjort os opmærksomme p˚a, at almindelig løsning
af integralerne i den oprindelige model (tilsyneladende?) giver samme resultat
som taylorudviklingen, der derfor virker som en unødigt kompliceret metode til
løsning af integralerne i denne situation.
Parametre
Under valideringen af modellen i afsnit 4.4 p˚a side 54 omtales de k-værdier i
det originale størrelsesspektrum, der er anvendelige til undersøgelsen af den op-
timale gydemasse m˜∗. Disse værdier begrænses til at kunne ligge mellem 2.3 og
3 som følge af de udtryk og udledninger, der er forbundet med bestemmelsen af
m˜∗. Denne begrænsning ma˚ siges at være af betydelig størrelse, idet hældnin-
gen i størrelsesspektrene i de undersøgte marine samfund angives til at spænde
mellem 1.0 til 3.5 (Thygesen et al., submitted). Og da den optimale gydemasse
samtidig er et af de hovedresultater, modellen ønsker at udlede, f˚ar indsnævrin-
gen af k´s virkefelt en ekstra uheldig betydning i relation til modellens relevans
og brugbarhed.
Undersøges de værdier for den optimale gydemasse m˜∗, der optræder ved ind-
sættelse af de tilgængelige k-værdier, viser det sig, at værdierne for m˜∗ bliver
urealistiske og uanvendelige, n˚ar 2.3 < k < 2.4 (jf. tabel 4.1 p˚a side 56). Dette
skyldes den singularitet, der optræder i udtrykket for m˜∗, n˚ar k = 2.3, og som
bevirker, at funktionsværdierne er ekstremt følsomme og varierende over for
k-værdier tæt p˚a singulariteten. Følgevirkningen af dette bliver, at det anven-
delige interval for k, der i forvejen er kritisk snævert, minimeres yderligere med
en forringelse af modellens anvendelseomr˚ade tilfølge.
Det kan derfor undre, at Thygesen et al. ikke har valgt at tilpasse parame-
terværdierne q, r og α i højere grad, s˚a grafen for den optimale gydemasse m˜∗
kunne beskrive et større spænd i k-værdierne og dermed ogs˚a være mere funk-
tionel og brugbar (jf. figur 4.8 p˚a side 62).
I det hele taget m˚a man stille sig kritisk og spørgende over for valget af de
værdier, en del af parametrene er sat til i den oprindelige model. Da valget af
parameterværdier er behandlet i afsnittet om validering af parametre, vil vi her
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kun fokusere p˚a den m˚aske mest kritiske og samtidig mindst veldokumenterede.
Her tænkes p˚a eksponenten q i udtrykket for et individs afsøgningsvolumen,
som i (Thygesen et al., submitted) er sat til værdien 1. Valget af denne værdi
beror udelukkende efter Thygesens eget udsagn p˚a et ønske om at forenkle de
matematiske udledninger og bygger alts˚a ikke p˚a nogen form for biologisk em-
piri. Flytter vi fokus fra det matematisk æstetiske til det fysiologisk realistiske,
er det usandsynligt, at et individs afsøgningsvolumen er ligefrem proportionalt
med dets masse gennem hele livet, hvilket er tilfældet, n˚ar q = 1. En langt mere
realistisk værdi for q vil være omkring 0.5, da udviklingen af afsøgningsvolumen
derved følger en tilnærmet kvadratrodsfunktion. Dette betyder, at individets
afsøgningsvolumen forøges mest i begyndelsen af livsforløbet for derefter at min-
imere tilvæksten mere og mere. Fysiologisk set vil dette stemme langt bedre ov-
erens med virkeligheden, som her er knyttet til beskrivelsen af en fisks udvikling
i bevægelsesmønster og svømmeevne.
Brugen af potensfunktioner
I modellen anvendes potensfunktioner til bekrivelse af mange af de indg˚aende
sammenhænge. I naturen har feltundersøgelser vist, at mange biologiske sam-
menhænge kan beskrives ved potensfunktioner. Anvendelse af potensfunktioner
gør dog modellen følsom over for ændringer i parametrene – sm˚a ændringer i
eksponenterne kan ændre udfaldet af modellen drastisk. For eksempel kan mul-
tiplikation af to potensfunktioner give anledning til singulariteter, det vil sige
steder, hvor funktionen ikke er kontinuert. Hvis eksponenten er en brøk med 0
i nævneren, er den, og dermed funktionen, ikke defineret. Det er i nærheden af
disse singulariteter, at modellen bliver særligt følsom. Dermed bliver en præcis
fastsættelse af parameterværdierne vigtig.
7.1 Tolkning
I optimeringsprocessen finder vi, at det optimale tidspunkt for gydning findes,
n˚ar den afledte for den reproduktive værdi V ′(m) og den afledte for m˚alet for
fitness W ′(m) begge er lig 1. Det er umiddelbart overraskende for de, der er
vant til at finde ekstremumspunkter, n˚ar den afledte er 0!
Den reproduktive værdi V (m) kan følges i m efter det optimale gydepunkt er
n˚aet og er den funktion, der er nemmest at overskue. Se for eksempel afsnit 3.4.2
p˚a side 41. Vi har allerede gennemg˚aet den matematiske baggrund for dette.
I vores model fremkommer løsningen af en relativt simpel differentialligning,
men resultatet har en mere generel karakter som p˚avist af andre (Perrin and
Sibly, 1993; Taylor, 1974).
I vores model regner vi reproduktiv værdi i masse som energienhed, og enheden
for V bliver derfor masseenheder. V ′(m) = 1 udtrykker dermed, at n˚ar fokus-
individets masse stiger med en enhed, lægges der ogs˚a masseenhed til side til
reproduktiv værdi. N˚ar værdien kommer under 1, bliver der alts˚a lagt mindre til
side, end der optages i kroppen, og der g˚ar derfor fremtidig reproduktiv energi
“til spilde” (som entropitab). Da systemet er forudsat i biologisk ligevægt, vil
fokusindividet være optimeret til den bedst mulige strategi og vil yngle præcis,
n˚ar man n˚ar til det punkt, hvor “spildet” sætter ind.
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m∗ som funktion af k
I afsnit 4.4 p˚a side 54 finder vi, at m˜∗ stiger n˚ar k stiger. Det er alts˚a en
fordel for det modellerede individ at blive større, før det reproducerer første
gang, n˚ar k stiger. Det er umiddelbart overraskende, da en stigning i k normalt
afspejler øget dødelighed i populationen som følge af øget fiskeri (Benoˆıt and Ro-
chet, 2003; Bianchi et al., 2000). Man skal imidlertid huske p˚a, at denne model
forudsætter et økosystem i balance. Der er derfor a´ priori intet fiskeri. k afspejler
som udgangspunkt dermed en indbygget biologisk egenskab ved det økosystem,
man modellerer. Her m˚a lav k, dvs. flad hældning p˚a størrelsesspektret, betyde,
at systemet er optimeret til, at mest mulig energi passerer fra det ene trofiske
led til det næste, alts˚a en høj overførselseffekt jf. (Begon et al., 1990). En høj
k-værdi, dvs. stejl hældning, afspejler derimod et stort tab fra det ene trofiske
niveau til det næste.
Matematisk afspejler den øgede m˜∗, at V ′(m˜) bliver 1 ved større m˜. Det vil sige,
at den reproduktive værdi ved vækst i uberørte miljøer stiger hurtigere i stejle
spektre end i flade spektre.
k indg˚ar i udtrykket for V (m) p˚a en s˚adan ma˚de, at det er k’s betydning for
koefficienten φ, der afgør, om V falder eller stiger, jf. formel 3.34 p˚a side 36:
N˚ar k stiger øges φ og s˚a stiger V . Det skyldes, at vores model er sammensat
s˚adan, at dødeligheden afgøres af, hvor mange rovdyr der findes i det rigtige
vindue i forhold til hokus-pokus-individet. Med øget k falder antallet af rovdyr,
og dermed falder selektionspresset for hurtig kønsmodning.
Som nævnt i kapitel 1 fandt man i en undersøgelse om torskebestandens kollaps
ved New Foundland i begyndelsen af 90’erne (Olsen et al., 2004), at der var
hurtig evolution mod en lille gydemodningsstørrelse, da fiskeriet øgedes. Der
er alts˚a her en tilsyneladende modstrid mellem modellen og genstandsomr˚adet.
Forklaringen er, at vores model ikke indlægger ekstra dødelighed som følge af
fiskeri, og der er derfor ingen tilbagekobling p˚a ydre indgreb i miljøet til model-
len.
Det er formodentlig ikke biologisk rimeligt, at hældningen af størrelsesspektret i
et økosamfund kan blive stejlere, uden at det indbærer en øget dødelighed p˚a alle
større individer – inklusive det modellerede – og s˚aledes kan denne konsekvens
af modellen ikke m˚ales ved et før-efter eksperiment. Hvad der derimod virker
mere rimeligt biologisk set, er, at samme art (slags fisk) kan leve i forskellige
økosamfund med forskellig hældning p˚a størrelsesspektret – i s˚a fald ville man,
ved at se p˚a sammenhængen mellem hældning og reproduktionsalder, kunne
validerere modellens forudsigelser mod virkeligheden.
7.2 Generalisering af modellen
Kriterier for fødeoptag
Vi har i denne rapport udvidet modellen til en mere generel form, der dels
omfatter et udvidet prædationsvindue ([Lm;Um] i stedet for [βm;βm(1 +∆]),
dels beskrivelse af fødeoptag og dødelighed fra to forskellige massespektre. Den
generaliserede model tjener samme forma˚l som den oprindelige model; kobling
af størrelsesspektre og livsstrategier med henblik p˚a at undersøge optimale
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livsstrategier.
Den afgørende fordel ved udvidelsen er mulighederne for at modellere varierende
størrelsesforhold mellem et fokusindivid og dets tilknyttede byttedyr og præda-
torer, som gør den generaliserede model mere biologisk realistisk end den oprin-
delige (afsnit 5.3 p˚a side 71). I naturen er der store individuelle variationer i fisks
fødepræferencer afhængigt af, hvilken art der er tale om, s˚a arter med samme
størrelse kan have forskellige præferencer. Rovdyr/byttedyr-forholdet afhænger
alts˚a ikke udelukkende af fokusindividets størrelse. Med den generaliserede mo-
del bliver det muligt at undersøge betydningen af fødepræferencens betydning
for energiindtag og livshistorie i modsætning til den oprindelige model, hvilket
m˚a anses som en styrke.
Ulempen ved denne udvidelse har været, at beregningerne bliver besværliggjort.
Først og fremmest f˚ar vi ekstra led indført fra et integreringstrin i udledningen
af udtrykket for frekvensen af brutto-energioptaget (E(m)).
P˚a grund af udvidelsen indg˚ar der desuden langt flere parametre, der ikke som i
den oprindelige model g˚ar ud med hinanden. Der opst˚ar derfor nogle meget kom-
plicerede udtryk, som ikke er s˚a elegante som i den oprindelige model. Især bliver
det sværere at findem∗ ad ren analytisk vej. Selvom udtrykkene i formlerne bliv-
er mere besværlige, ændrer det ikke ved livshistorierne for Type 2-individerne i
forhold til Type 1, da optimeringen for Type 2 ogs˚a giver en bang-bang-strategi,
som det ses i afsnit 5.2.2 p˚a side 70.
De mange parametre, der hver især er behæftet med varierende grader af usikker-
hed, giver slutresultatet af modellen en relativt stor samlet usikkerhed. Det er
det største problem for udnyttelsen af denne model. Sammenfattende m˚a man
sige, at man ved generaliseringen opn˚ar mulighed for større smidighed i mod-
elleringen af genstandsomr˚adet, men det sker p˚a baggrund af tab i elegance i
løsningerne af de opstillede problemer.
7.3 Opsamling
Modellen beskrevet i kapitel 3 er første skridt i retning af at sammenkæde
størrelsesspektre med livshistorier, og den skal nu vise sit værd p˚a længere sigt.
Viser den sig stærk og brugbar, vil den i første omgang kunne bidrage til en
større forst˚aelse af økosystemers funktion og indre dynamik.
Modellen er elegant, idet mange parametre forsvinder, og man koger modellen
ned til nogle f˚a, relativt korte matematiske udtryk. Ud fra disse er man i stand
til at p˚avise den optimale livshistorie med hensyn til gydestrategi samt p˚avise en
sammenhæng med spektret. Da der forudsættes et uberørt miljø, kan man ikke
umiddelbart vurdere fiskeriets indflydelse p˚a de valgte strategier, og man finder
derfor, at gydetidspunktet udsættes i stejle spektre i stedet for at fremskyndes.
Hvis modellen skal anvendes til at forudsige ændringer p˚a grund af fiskeri, skal
den modificeres p˚a dette punkt. Empirien siger, at stejle spektre giver tidlig gy-
demodning, men det skyldes, at der ikke er undersøgt og sammenlignet uberørte
økosystemer, men stærkt fiskede omr˚ader.
En af modellens svagheder er dens følsomhed for parametervalg, der giver sto-
re udsving i de beregnede værdier og begrænser anvendelsen til et forholdsvist
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snævert omr˚ade i forhold til det, der observeres i naturen.
Ligeledes er det problematisk at antage, at der eksisterer en log-lineær sammen-
hæng i et størrelsesspektrum, idet der er i hvert fald to faktorer, der spiller ind og
ændrer udseendet af et s˚adant spektrum. For det første er der tale om kohorter
af individer, der er normalfordelt omkring hver aldersklasse, hvilket vil komme
til udtryk i en form for dæmpede svingninger i spektret. Ydermere er der i stort
set samtlige marine samfund et betydeligt fiskeri, der tilfører kurven et knæk
p˚a de største størrelsesklasser og dermed nedsætter disses mortalitetsindflydelse
ned igennem størrelsesspektret (Benoˆıt and Rochet, 2003).
Modellen er ny og er i skrivende stund stadig under udarbejdelse af Thygesen
m.fl. Sammenkoblingen af størrelsesspektre og optimal livsstrategi er innovativ
inden for den matematiske modellering af marine økosystemer og a˚bner nye per-
spektiver for forst˚aelsen af den marine populationsdynamik. Modellen er efter
vores vurdering interessant og rummer mange gode elementer. Vi er dog stadig
i “Julemandens værksted” og videre arbejde med modellen er nødvendigt for at
vise, om den er praktisk anvendelig p˚a længere sigt.
Vi har p˚apeget en række komplikationer ved modellen, som der efter vores op-
fattelse skal tages højde for i det videre arbejde med modellen.
7.4 Konklusion
Modellen konkluderes at være fyldestgørende i sin beskrivelse af genstands-
omr˚adet, n˚ar dette defineres i jomfruelige marine økosystem uden fiskeri. Her
vil et ændret størrelsesspektrum medføre en ændret optimal livsstrategi, s˚aledes
at et fokusindivid vil opn˚a en større optimal gydemasse i samfund med et stejlere
spektrum. Hvis genstandsomr˚adet derimod ændres – s˚aledes at modellen skal
modellere ændringer i størrelsesspektret som følge af ydre omstændigheder –
konkluderes modellen at være uhensigtsmæssig.
Modellen kan udvides til at modellere individer, der optager føde fra andre
fødekilder. Dette gøres ved b˚ade at udvide fødevinduet og indføre endnu et
fødespektrum. Dog resulterer en s˚adan udvidelse i, at den optimale livsstrategi
i de fleste tilfælde skal estimeres ved numeriske beregninger.
7.5 Perspektivering
I det foreg˚aende er den oprindelige model blevet vurderet, og der er foretaget
visse generaliseringer. For at denne model skal kunne bruges til at øge forst˚aelsen
af marine samfund yderligere, kan det være en fordel at foretage en række æn-
dringer.
I generaliseringen er der lavet nogle ændringer i antagelserne og dermed de
efterfølgende formeludtryk. Der foreligger dog stadig muligheder for at gener-
alisere yderligere. Her vil vi uddybe tre.
Sæsonvariation
For de hidtil gennemg˚aede resultater er det overordnede resultat med hensyn til
kønsmodning som nævnt, at bestemt vækst er optimalt. Men da de fleste fisk
udviser ubestemt vækst, vil det være ønskværdigt at modificere modellen til at
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give dette resultat. Der er ifølge (Thygesen et al., submitted) flere modifikation-
er, der kan føre til ubestemt vækst, og e´n af disse er sæsonvariation. (Thygesen
et al., submitted) indfører sæsonvariation ved at lade reproduktion foreg˚a i e´n
periode om a˚ret. Resultatet er, at individerne benytter den første del af a˚ret
p˚a vækst og derefter skifter til reproduktion resten af a˚ret. Jo større individ –
desto tidligere skift til reproduktion, hvilket medfører, at væksten reduceres for
til sidst at g˚a i st˚a. Ubestemt vækst er nu det optimale, hvilket stemmer overens
med virkeligheden.
Individer af Type 3
I afsnit 1.1 p˚a side 10 præsenteres en tredje type af individer, hvis særlige egen-
skaber best˚ar i, at de æder fra to spektre – b˚ade det for pelagiske og det for
bentiske organismer. Fordelingen af føden, der indtages, kan udtrykkes ved pro-
duktet (ae) for den pelagiske andel og (1− a)e) for den bentiske. Dødeligheden
afhænger, som for de to andre typer, kun af størrelsespektret for pelagiske or-
ganismer. I faglitteraturen benævnes disse individer Piscivorer og adskiller sig
kun navnemæssigt fra Type 1 ved, at sidstnævnte omtales som rene Piscivorer
– eksempelvis tun og makrel. Ser man p˚a de tre typer, er artsdiversiteten i de
danske farvande langt højere for Type 3, end den er for Bentivorer og de rene
Piscivorer. Ulk, havkat og hav˚al samt en stor del af torskefamilien, for blot at
nævne nogle af arterne, er alle fisk af Type 3-individer. En undersøgelse af fit-
ness, optimal gydemasse og afkomsstørrelse for disse individer er derfor oplagt,
da de samlet repræsenterer en stor andel af det marine samfund.
Vender man blikket mod formeludtrykkene, der er tilknyttet Type 3-individerne,
er der ikke tvivl om, at kompleksiteten øges i og med, at udtrykket for nettoen-
ergioptaget (e) bliver en sum af de to nettoenergioptag, der indg˚ar i versionerne
for Type 1 og 2. Dette m˚a forventes kun at blive forværret i de følgende u-
dledninger frem mod de afgørende formeludtryk for de ønskede hovedresultater.
Antallet af parametre vil samtidig forøges, da de ofte vil være forskellige i de to
spektre. Dog kan det formodes, at det for de fleste udtryk er muligt at anvende
de samme matematiske algoritmer, som ligger til grund for udledningerne af de
enkelte formler tilknyttet de to andre typer, da der blot er tale om en sum af
udtryk fra de to afdelinger.
I hvor stort omfang det kan lade sig gøre, og hvor vidt det f˚ar betydning og
konsekvenser for de enkelte definitionsomr˚ader, er vanskeligt at sige noget om,
hvilket betyder, at vi p˚a dette stadie kun kan gisne om resultaternes anvende-
lighed.
Fiskeri
Som nævnt i afsnit 4.1.3 p˚a side 47 antages det i den oprindelige model, at
den eneste døds˚arsag blandt de modellerede individer er prædation fra andre
organismer. Imidlertid er fiskeri en langt hyppigere døds˚arsag i naturen. Et
konkret anvendelsesfelt for modellerne er derfor fiskeribiologien. Men de her
beskrevne modeller kan ikke i den nuværende form undersøge, hvorledes æn-
dringer i dødelighed p˚avirker de optimale strategier, da der ikke er en tilba-
gekobling til størrelsesspektret. Hvis det skal være muligt at undersøge, hvilke
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forhold der har betydning for de optimale livsstrategier ved ændringer i fiskerit-
ryk med efterfølgende ændringer i forekomsten af prædatorer s˚avel som byttedyr
og eutrofieringsgrad – forandringer, som kan medføre ændringer i metabolisme,
større fødegrundlag og meget andet – skal man indføre et m˚al for fiskeriet i
modellen.
Konkret kan det for eksempel gøres ved at indføre en faktor (λ) i udtrykket for
µ(m):
µ2(m) = λµ(m) = λγκ∆β1+k−qm1+q−k (7.1)
Traditionelle fangstmetoder selekterer imod, at fisk kan n˚a at kønsmodnes, før
de bliver store, idet der normalt fiskes størst mulige konsumfisk. Da der er
en naturlig minimumsstørrelse, hvor kønsmodning kan indtræde, er der en vis
begrænsing for, hvilke størrelser vi kan tillade os at fange, og da der er en tids-
forskydning i responsen p˚a øget fiskeri, vil optimale livsstrategier først opn˚as
efter en vis periode, hvorfor man kun med nogen forsigtighed bør sænke mind-
stem˚alet p˚a fangsten.
Ved intensiv udnyttelse af fiskebestandene er der risiko for, at bestandene bliv-
er s˚a sma˚, at de ikke er i stand til at opretholde en stabil population med
risiko for helt at forsvinde. Intensivt fiskeri medfører derfor ændring i livsstrate-
gier med hensyn til optimal størrelse ved gydemodning, hvilket blandt andet
blev observeret i forbindelse med den atlantiske torskebestands kollaps ved New
Foundland i 1992 (Olsen et al., 2004). Intensiv udnyttelse vil sænke individets
reproduktive værdi med en fast faktor og resultere i en laverem∗ (som diskuteret
i (Thygesen et al., submitted, side 12)).
Særligt udsatte for disse p˚avirkninger er fiskearter, der vokser langsomt, og som
er store, før de bliver gydemodne. Dette er generelt fisk, som lever, hvor der er
et sparsomt fødegrundlag, og hvor der er f˚a prædatorer. Et eksempel er rødfisk
(Sebastes spp.), der lever p˚a dybder mellem 100 og 500 meter, og som bliver
kønsmodne ved 10 til 12 a˚rs alderen, hvor hannerne har en størrelse p˚a 30 til 40
cm (Muus et al., 1998) og alts˚a er oplagte konsumfisk, før de n˚ar kønsmodning.
Fiskekvoter og fiskeristop skal sikre opretholdelse af populationerne, s˚a mennes-
ket fortsat kan udnytte havets ressourcer.
Ved at modificere modellerne – særligt den generaliserede model – og inddrage
øget dødelighed p˚a større individer eller p˚a en særlig del af størrelsesspektret
(som beskrevet ovenfor), bliver det muligt at undersøge, hvordan størrelsen for
kønsmodning vil ændres.
Eventuelt kan man alene p˚alægge de relevante størrelsesintervaller en øget døde-
lighed. Ved kommercielt fiskeri fanges primært fisk over en vis størrelse, defineret
af nettets maskestørrelse, mens mindre individer i princippet ikke p˚avirkes (i
praksis sker der dog en vis bifangst af fisk under mindstem˚alet). En realis-
tisk modellering af denne situation kunne foretages ved at definere den ekstra
dødelighed som en gaffelfunktion:
µ2(m) =
{
0 for m < mmin
λµ(m) for m > mmin
(7.2)
hvor mmin er mindstema˚let for fangsten.
Man kan endvidere forestille sig at modellere to former for fiskeri: Fiskeri,
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der rammer fokusindividet, kan modelleres ved, at der tilføres individet en
øget dødelighed. Med øget dødelighed falder dets reproduktive værdi (V ), da
dødeligheden indg˚ar i nævneren i udtrykket for V (m), og dermed f˚ar man en
mindre m∗. Hvis fiskeriet udelukkende rammer andre organismer end fokusindi-
videt (for eksempel andre arter), betyder det, at fokusindividets art favoriseres.
Det modelleres ved, at størrelsesspektret f˚ar større hældning, det vil sige, at
k, og dermed m∗, stiger (se f.eks. figur 4.8 p˚a side 62). S˚a ved at indføre en
s˚adan ekstra dødelighed kan man ramme virkeligheden for de fiskede økosyste-
mer meget mere præcist.
Hvis modellen viser sig at kunne udvides til at inddrage en ekstra dødelighed
i form af fiskeri, vil den p˚a længere sigt kunne bruges til at forudsige mulige
konsekvenser af forstyrrelser af disse systemer og derved bidrage til en bedre
forvaltning heraf. Med dette værktøj bliver det muligt at forholde sig objektivt
til fiskeriproblematikken og de langsigtede konsekvenser af fiskeri. Det kan især
f˚a betydning for fremtidige vurderinger af de mest følsomme arter, s˚asom de
langtsomtvoksende fiskearter.
Andre ide´er til modifikationer af modellen er tilføjelse af sandsynlighedsfunktion
for at en prædator æder et bytte under et møde og ændring af den log-lineære
sammenhæng. Det første vil især medføre, at man kan tage højde for forskelle
i jagteffektivitet for forskellige arter. Dette vil kunne udnyttes i kombinationer
af Type 1- og Type 2-modellen, hvor man kunne sammenligne effekten af at
have forskellig effektivitet over for det bundlevende bytte og det fritsvømmende
bytte. Den anden mulighed – at indføre et knæk i størrelsesspektret – vil kunne
simulere den situation, at man indfører fiskeri i et hidtil uberørt system i
ligevægt, hvor fiskeriet har vist sig netop at p˚avirke spektret med et s˚adant
knæk (Benoˆıt and Rochet, 2003), (Bianchi et al., 2000). N˚ar der senere har ind-
stillet sig en ligevægt, forventer vi, at størrelsesspektret indstiller sig med en
stejlere hældning, men uden knæk.
Modellen a˚bner s˚aledes mange muligheder for at foretage relevante modifika-
tioner. Mest p˚atrængende er at indføre en ekstra dødelighed, som kan simulere
fiskeri.
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